Etude linéaire des solutions d’ une équation différentielle

L’objectif de ce probleme est de résoudre I'équatdférentielle :

y @ +2y? +y=0
F' désigne I'espace vectoriel des fonctions de cl@Ssesur R et & valeurs dani .
Questions préliminaires :

a. Soit A I'application, définie surF’, qui & une fonctiory associe sa dérivég .
Montrer queA est un endomorphisme de. Est-ce un automorphisme ?

b.  Soity une solution sulk de I'équationy® + 2y® +y = 0.
Montrer quey est de class€™ sur R .
On considére le sous-ensemiflede F' constitué des fonctions de la forme :
z+— (ax +b)sinz+ (cx +d)cose aveca,b,c,d réels quelconques.
1. Montrer queE est un sous-espace vectoriel Hede base3 = (£, f,,f;.f,) ouU f iz — sinz,
Lixw—azsinz, f,iz— cosc et f,:x+— zCOS .

2. D désigne la restriction d& au départ dev .

2.a  Montrer queD est un endomorphisme de et calculer les images pé@r des fonctions constituant la
baseB .

2.b  DéterminerkerD . En déduire queD est une bijection d&’ vers E .

3. Id, désigne I'application identité dB .

3.a  Déterminer une base et la dimension du noyda Bimage deD* +1d,, .

3.b  Endéduire qud* +2D*+1d, est I'application nulle de& .

3.c  Retrouver ainsi qu® est bijective et calculeD* en fonction deD .

4. On noteV le sous-espace vectoriel d¢E) engendré patd, et D>.

4.a  Justifier que la famillgld,,D?) est une base de .

4.b  Vérifier queV est stable pour le produit de composition desiegiins.

4.c  SoitM lapplication qui ap = ald,+3D? €V associeM (p)=a—f3.
Montrer queM est une forme linéaire sif et que pour toup,y) €V, M(pop) = M ()M ) .

5.a Résoudre suR I'équation différentielle " +y=0.

5.b  Déterminer le noyau da®+1d, .

5.c  Montrer que le noyau d@\* +1d,)* est E puis queE est exactement I'espace des solutions de
I'équation différentielley™® + 2y® +y = 0.



