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Correction

Partie |

Montrons quéZ[x/E} est un sous-anneau @&, +,x).

Bien entenduZ[\/E]cR.

1=a+bJ/2 aveca=1cZ etb=0€Z doncle Z[\/E]

Soit 7 =a+bv/2 ets' =/ +0'N2€Z[V2].

r—1 = (a—a/)+(b7b/)\/§€Z[\/§] cara—a',b—b' cZ.

2z’ = (aa’ + 2b0")+~/2(@b’ +a'b) € Z[J_z} car aa' + 2bb’ ,ab’' +a'be 7.
Donc Z[\/E] est un sous anneau (@R, +,x).

Soitz € Z|/2|.

L'existence du couplda,b) découle de la définition dE[x/E] .
Etudions l'unicité :

Soit (a,b) € Z* et (a/,b") € Z* deux couples solutions.
Onaz=a+b/2=0a'+b'V2 donca—ada’ = (b’—b)\/E .

a—a/
b —b
Doncbh="b' puisa—a’ = (' —b)\2=0 donca=a’.

Sib=0b' alors/2 = €Q ce qui est faux.

Notonsyp: Z[x/ﬁ} — Z[x/i} I'application définie parp(z) =7 .
o) =+ 04 2)= - 0/ 2= .
Soit 7 =a +b/2 et I/:a/—kb/ﬁGZ[&} .
pla+a)=p((a+a)+O+W2)= (a+a)— G +b'W2

= (a=2)+ (@' -V2)=p @)+ 9 ')
o(zz") = p((aa’ + 2bb") + (ab’ + a'b)\/z): (@a’ + 2b")— @b’ +4a'd )\/_2
et p(2)p(z) = (a—b2)(@' —b'2)= (@a+ Db )— @b’ +a'bN 2
donc p(zz") = p(z)p(z) .
Ainsi ¢ est un morphisme de I’anneﬁi{x/ﬂ dans lui-méme.

On constater = z , il s’ensuit quey est involutive et donc bijective, ¢’est donc umomorphisme de

z[2|.

Pourx:a+bﬁez[&], N(z)=a>—20*€Z cara,bc’Z.
Pourz,2’ € Z[\/E} , N(zz') = 2227 = 22'Tr’ = 272’z = N(z)N(z).
Soitz € Z[V2].

Si z estinversible alorgz * =1 et doncN (z)N(z ") =1.

Or N(z),N(z*)€Z doncN(z),N(z ) e{L,—1.

Inversement, supposon$(z) € {1,—1} .
Si N(z) =1 alorszz =1 et doncz est inversible d’inverse .
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Si N(z)=—1 alors 2z = —1 et doncz est inversible d’inverse-z .

Dans les deux cas est inversible

H estle groupe des inversibles de I’annéﬁWﬁ] +,x)

Sachant qué¢ H , on a(a,b) = (0,0).

Partiell

Sia>0 etb>0, puisqu'au moins I'un des deux est non nuk: a +0v2>1.

Méme principe.

Siab<0 alorsz ‘=47 = i(afb\/f) est formé de deux coefficients de méme signe, tetepu de

l.aetl.b, on #az‘l| >1 et donclz| <1.

Soitz =a+ b2 H".

Onaz>1, donc, de par la question L.>0 etb>0.

PuisqueN(z) =a* —2b*=1:
+ 0N ne peut pas avoir=0,

+ on ne peut pas avolr=0 sans que: =1 ce qui donner =1 ce qui est exclu.

Par suitea >0 etb>0.

u=1++2eH" caru>1 et N(u) =a?—2b? =—1.
De plus, grace a2dzc H™, z=a+bJ2 aveca,beN" doncz>u.

Ainsi v est le plus petit élément dé™ .

In i n+l

Pourn:E[ eN,onau"<z<u

Inu

Commeu € H etqueH est un sous groupe, ™ € H .

un,+l

De plusxz € H donc €H.

T
n+l n+1 n+l
u u u
>1ona eH".Or
T T X

Puisque

n+1

=u puisz=u".
x

Puisquev € H,VneZ,u" € H .
De plus—1€ H doncVneZ,—u" € H .
Ainsi {+u" In€Z}C H .

Inversement.
Soit z € H . Assurémentr = 0.

= U.

n

X

<u etu estle plus petit élément dé* donc

Siz>1lalorste H" donc IneN tel quezr =u".

Si z=1 alorsz =1u°.

Sio<z<l1 alorsleH+ et doncHneN,l:u” dolz=u".

X

X

Siz<O0alorsy=—z=(—1)xz€H ety>0 doncaneZ tel quey=u" puisz=—u".

Dans tous les cas € {:I:u" Ine Z} .

FinalementH = {:I:u"’ Ine€ Z} .



