Equation fonctionnelle

L’objectif de ce probleme est la détermination dpplicationsf: R™ — R vérifiant les deux propriétés
suivantes :

(1) Vz,yeR",f(z+y)>f(z)+ f(y) (ondit quef est sur-additive),
(2) Vz,yeR",f(zy)= f(x)f(y) (ondit quef est multiplicative).

Partie | : Un exemple

Soit « un réel supérieur ou égal a 1.
1. Montrer que pour tout réel> 0, (1+2z)* >1+az.
2. En déduire que pour touty > 0, (z+1y)* >z" +y“ .

3. On considére la fonctiofi: R™ — R définie parf(z) =z" .
Justifier quef est solution du probléme posé.

Partie Il : Quelques propriétés

1. Quelles sont les fonctions constantes solutifongrobleme étudié ?

Désormaisf désigne une fonction non constante solution dblproe étudié.

2. Montrer quef(0)=0, f(1)=1.

3.a Etablir:vzeR",VneN,f(z")=f(z)".

3b  Etablir aussi Yz €R",z = 0= f(z)= 0 etf[l]zi.
z)  f(x)

3.c  Etablir enfin .Yz eR",z> 0= f(z)> 0.

4. Montrer quef est croissante.

Partie 11l : Détermination des solutions

A nouveaujf désigne une fonction non constante solution dblproe étudié.
1. Etablir queln f(2) est bien défini et quén f(2) > In2.
2. Justifier :vYz >0,3lg€ Z tel que2’ <z < 2™,
3. Soit un réelr > 0 et p un entier naturel.
On convient de noteg, I'unique entier tel que"” <z’ < 2t

3.a  Déterminer la limite du rappoq;/p quandp tend vers+oo.

3.b  En observant I'encadremeft2)” < f(z)’ < f(2)"™,
4, _Inf@) _,+1
p Inf@ p

Inf(z) _Inf(2)

3.c  Endéduire que——==
Inz In2

justifier :

4. On poseazm21.
In2

Justifier que pour tout réal >0, f(z)=1z".



Correction

Partie |

Pour commencer, rappelons que la fonctien t* définie surR* est croissante lorsque> 0.

1.

3.a

3.b

3.a

3.b

Introduisons la fonctiop : 2 — (14 z)" — (14 az) définie sur[0,+oc| .

¢ est dérivable ep’(z) = a(l+z)" " —a >0 car (1+2z)* " >1.

Par suitep est croissante et puisqug€0)= 0, ¢(z) >0 pour toutz > 0. L'inégalité demandée en
découle de maniere immédiate.

L’inégalité est immédiate quand=0 ou y =0. |l reste a I'établir quand;,y > 0. Sans perte de
généralités, on peut supposepr ¥ .

(z+y)" =2" [Hﬂ] et [1+ ﬂ] >1+a donc(z+y)” >2° +ayz" ™.
T €T T
Ora>letz" >y " donc(z+y)* >z +y°.

Par I'inégalité de 2.f(z+y) = (x+y)* > z" +y* = f(x) + f(y) .
De plus f(zy) = (zy)" = z"y" = f(2)f(y) .

Partie Il

Si f est constante égale@, la sur-additivité def donneC >C +C donc C <0 ; la multiplicativité

de f donneC =C? d’'otl C =0 ou C =1. On conclut alorg” = 0. Par suite une fonction constante
solution ne peut étre que la fonction nulle. Ineenent la fonction nulle est bien solution.

En exploitant la sur-additivité et la multiplicaté de f avecz =y =0, on obtientf(0) > f(0)+ f (0)
et f(0)= f(0Y. Comme ci-dessus, on conclft0) = 0.

En exploitant la multiplicativité d¢ avecz =y =1, on obtientf(1)= f(1y¥ d'ou f(1)=0 ou f(1)=1.
Mais si f(1) = 0 alors pour tout réet et par multiplicativité def : f(z) = f(zx1)=f(z)f ()= 0 et f
apparait alors comme étant une fonction const@wei. étant exclu, il restg(l)=1.

I suffit de raisonner par récurrence sue N .
IXE]—f(I)f[E] d'ou f(z) =0 et f[l]— 1 .

Pourz > 0, on a déjaf(z) = 0. De plus f(z) :f(JEZ) = f(z)?>0 donc f(z) > 0.
Soitz<yeR". f(y) = f(z+y—2)> [(@)+ [(y—x) avec[(y—2) >0 donc [(y) > [(a) . Ainsi
est croissante.

Pourr =0, 1=f()=f

Partie IlI
f@)> f+ f@= 2donclIn f(2) existe etin f(2)>1In2> 0.

2<r<2Meqn2<Inz< @+ 1)In2<:>q§:n—‘;<q+ 1@q_E[||n_f2]
n n

q,,<ln_z<q,,+1 .Inz 1 Inz

2 <z? < 2" donne-L < < d’ou —f—SﬁS—-
p In2 D N2 p~ p  In2

L Inz
Par le théoreme des gendarmes, on obtfe ="z
P n

Par croissance dg, f(2")< f(z")< f(2"™) puis f(2)" < f(z)’ < f(2)*" via II.3.b.
En appliquant le logarithme néperien, on obtigrih f(2) <pInf(z) < (g, +1)Inf (2) sachantf(z) >0



et £(2)> 0.

1
De plus, puisquén f(2) > 0, on obtientﬁgmgu.
p Inf@ »p

Inz _Inf() Iz 400 régalite

En passant cette encadrement a la limite quard+oo on obtient < <
In27 Inf(2)” In2

Inf(z) Inf(2)
nz  In2
Notons quex >1, puisqu’on a vun f(2)>In2

Par 3.c, on @n f(z) = alnz donc f(z) =z“ pour toutz > 0. De plus I'égalitéf(z) = =" est aussi vraie
pourz=0.



