EXERCICES

MPSI

( CONVEXITE )

Exercice 1 :

Montrer les inégalités suivantes via la convexité :

1) V& = 0, sinh(z) = x

2) Ve e]—1,400[, In(1+2z) 2

3) Vz € [0,%], 2z <sinz <=z

4) Yz € [0,1], 1+x<e””<1+(e—1)x

5) VneN, Vo =0, 2" —(n+ 1)z +n >0

on

on 7 Zwk

6) Vn € N* Vay, -+, w90 € RT, <ka> jkzzln
k=1

Inégalité vue et démontrée dans le TD de <Récurrence>

7) Vz €[0,3], cos(z) = 1 — 2z
(Extrait du CNC MP 2014)

Exercice 2 :

Montrer que :

M

Vn € N* Vai,--- 2, € RT,

oo () 5

X
=1 "k

< 22:1 5“%
o n

( La deuzxiéme inégalité s’appelle "L incqalite arithmeético-géométrique” )

Exercice 3 :

Considérons la fonction

[ ]l 4o0[ — R
x — In(lnz)

1) Montrer que f est concave.

2) En déduire que

Y,y €)1, 400, In <x;y> = v/In(z) In(y)
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EXERCICES MPSI

Exercice 4 :

1) Montrer que :

a) La fonction x — In(1 + e*) est convexe sur R

1 1
b) Vn e N*, V &1, 2, € ]0,400[, 1+ <H$k> < (H(ka))

k=1 k=1
2) En déduire que

1

1 1
\V/TZGN*, \V/al,"‘,an>'0, Vbla"'7bn>'07 <Hak) +<ku> = <H(ak+bk)
k=1

k=1

Exercice 5 :

Soit (p, ) €]0,+0o0[* tels que L+ 1 =1.
1) Montrer que :
a) V(a,b) €0, +00%, Ya¥/b =2 +?2
b) ¥(a,b) €]0,+o0[?, ab < & + &
Dite inégalité de Young

2) En déduire que

aq bl 1 a]f 1 b(f

v a17a27b17b2 607+OO47 - -
( ) €] [ Qfa + b /bl + b5 T pai +ay  qbf+b

3) Conclure alors que

V (a1, az, b1, ba) €]0,+oc[*, a1by + agby < (/a]f +a§€/b‘f + b4

4) Montrer qu’en général, on a :

vn GN*’ v(al,"' aan,bla"' 7bn) 6}07_‘_00[2"‘7 Zakbk i Zai N Zb
k=1 k=1 k=1

NB :
a) Cette inégalité s’appelle l'inégalité de Minkowski.

b) Pour p = ¢ = 2, on retrouve I'inégalité de Cauchy-Scwarz.
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( CONVEXITE )

Exercice 1 :

Montrer les inégalités suivantes via la convexité :
1) Vz = 0, sinh(z) = «

2) Vee|—1,4o00[, In(l+2z) Sz

3) Vz € [0, 7], %szinmjaz

4) Ve [0,1], 1+zxe* <1+ (e—1)x

5) VneN, Vz =0, 2" —(n+ Dz +n>=0

271
;o\ F DT
6) Vn € N*') \V(LBI,"' , Ton € R+’ (]._.[ mk) = k:21n
k=1

Inégalité vue et démontrée dans le TD de <Récurrence>
7) Vz € [0,Z], cos(z) = 1 — 2z
(Extrait du CNC MP 2014)

obiTm

@VLE > 0, sinh(z) > x
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au— A 0w ole 4« W—h Yo PN Pm‘va o lahseme w1, -0
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«74&49; : Yy e -1 +oo [ {(") L
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Hongunt _%0—6‘\'1.9"’ GmCade

7] vz € [0, 5], cos(z) = 1 - 2a 2
(Eztrait du CNC MP 2014) I

La {gn(%fm (os o lom v dmh EJ'T)I glors pe lowbe W M-—d'/BUfOIi

Y, [9({:’( ,d’foﬂthS Jes /pgm’-b 0,4) d‘( )

Celle Gode od QHW : Lﬁ;aw—’ol b
= 0.9t
Al fou pan (011 A (L9 4 )lo

2, f
Ans Ao OC’U"‘\FM <

@M,Oui-lc : Qd’cho, ] Gox Yy i_%wp -

- a. .l L
2.

( ﬁ)z“é & o M ( ZTWL) é'n(
o (SR
4>Z:L b (1) 41“(%:31)

k=2

Pr.ELAMIRI www.iamateacher.org



(e gu (100 (AL b ety Gmeave A Joreossly Jony dews Jortos()
2L
4
(/{_ Z ZF =4 . D
=1

Casa + Sw “Uu ) Ny b anl

L ;
2 2
Oh a (Z’fﬂl_) =9 A Z;—"{_ 7/0
= 2‘4

s g
n}4/9ﬂ /’;h:&ru( Hulue o '\‘JM%(H.‘

VneN, Vz =0, 2"l —(n+ 1Dz +n>=0

Pr.ELAMIRI www.iamateacher.org



Exercice 2 :

Montrer que :

Vn E N*’ V.’El’... 1:37?, E R+*1

n
7 % Z:Ek Zn 5132
- (ka) < k=1 k=1
1 n

T

bl

=1

( La deuziéme inégalité s’appelle "L ’inégalité arithmético-géométrique"” )

Toolfin
(On o frgis w%x/f‘/ff & mouthen :

)M A (Hmk)% < Z$k

O’l(?

TRUECPRPY G P

w ﬂ__’) b=l
ot i cr(E )

Cf 9"": tkt‘ V"" / Cﬁ‘/ ,ﬂi ((A’ @"-’\Cﬂ"\}" M]O['FOOL; gw-( ‘7/9"‘) /‘J 7£ AW dM’)

"
:(0,1"90[,'0{' /qﬂ“ Z—ﬁ“—zid’ "%‘7/0
ﬁ:l
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Exercice 3 :
Considérons la fonction

f: 1,400 — R
y —  In(lnz)

1) Montrer que f est concave.

2) En déduire que

Va,y €]1, 400, In (

Duibion
1) Montrer que f est concave.
L et dletord dux Jois deawdds dne Jappaf far opicetns A ks fonctie
Jonx g’m ecrig dfls -
%) gua: [YAye, {'6) =

_ “«11#1)_“

(ﬂw(w)) ’

\'O

Dedarl

/[’1):/&(4&71)

/
5116) = ()= 9’ (1)
il(l) i} [‘&,)} _ 1 ( )

/
T (h (wey) - '
LG
|
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(ﬂw 1 )’ _ -V
(~t b ), )

()’

| hx+1)
) ((xb::)tr & 494 544
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2) En déduire que

Vz,y €|1,+00], In ($+y) = v/In(x)

Priak g €34 42 ( . M-Gue [z,zﬂ) S - 4y

One finin bll)  Grcere A Toyeuf
Abis (2% +%3) 7 L6 +54%)
s A (b(grrts)y E A AR
=7 o (22t 39) 7 PRVATOROAIR)
S A (L(zrrg)y L Allass)

=7 A(MLH 9))>ﬁ(Uﬂ 3))

= A[iwﬂtlg)?/ (or Lo 3)

= [ (222) Ny

Cn Harcice 3
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Exercice 4 :

1) Montrer que

a) La fonction z — In(1 4 e*) est convexe sur R

b) ¥n € N*, ¥ @1, , 2, € |0, +00], 1+(

2) En_déduire que

n
Vn € N*, Vay, - ,an = 0, Vby,--- ,bp > 0, (Hak)
k=1

3=

<

3=

k=1

o

n

1K

k=1

(Hu +xk)) n

k) : = ( (ar +bk)>
k=1

ToboTm
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| Exercice 5 : |
Soit (p, q) €]0, +00[? tels que % + % = 1.
1) Montrer que :

a) Y(a,b) €]0,+o00[?, V—{'/_-<2+Q

b) V(a,b) €]0,+oo?, ab < & + &
Dite inégalité de Bmms

2) En déduire que

a1b1 1 a'l’ 1 b‘{
v (al,ag,bl,bg) G]O, ‘*‘C)O[4 i e
Y/d +ab /6T +b] ~ pai+ay  qbf+0b;

3) Conclure alors que

V (a1, az,b1,b2) €]0, +oo[!, arby + asba < {/a® + ab {/bd + b3

4) Montrer qu’en général, on a :

Vn € N*¥, V(al,--- sQp, by, ._bn) E]O.+OC[2H. ia;‘.bk & I iaf 9 ibz
=1 L= =1
obioan

Soit (p, q) €]0, +oo[2 tels que % + % =1

1) Montrer que :

a) V(a,b) €0, +oo?, Ya¥/b =

Yot ab €Jopr=l Omar
Yadb=< 242 <—>/‘"(PW7\/T)4L{4—
e ‘“(‘ir)+ £(NT) <£ g )

o A L (&) ko ) A %"““'l’)

440
+_.L = ﬂ—ﬂn(ﬁ)+ A
(=> j" A ) 9 %+~%_L. .
Z]/B)\ \P/a\q/g'j%‘Fg

[
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b) V(a,b) €]0,+00[?, ab < £ + E :
P

—_—

Phvek &, b Jo+] . ﬂ//(?m ab <T+‘1 :
Dows Yadb=<2+L das Lo gurten 6), ,,9.“,»1“7/;(( apon ol ),
7&111\ lg 1/4’(9"" C??AC‘M‘,’

N rkira d,
P lj /Cw Fﬁ:& a{‘wzlg

u
g

2) En déduire que

a1b1 1 CLII) 1 b‘f
o P pt —1g q

\/B<
a1bq

= aP
R AR A . q\@/ \/bﬁ af | b9

< 4 ad F—\_j____ |94_ 7

h (" Fa) 1\

v (al) az, blv b2) E]O, +OO[4,

yM ﬁ“;az]!’-a, ’.,\é]O,-H)o[ Qhﬁ

o

TIL
2

1
i ] 7
1 a} 1 b

. +_
pal +ab  qb{+ bl
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