
EXERCICES MPSI

�� ��Convexité

Exercice 1 :
Montrer les inégalités suivantes via la convexité :

1) ∀x � 0, sinh(x) � x

2) ∀x ∈ ]− 1,+∞[, ln(1 + x) � x

3) ∀x ∈ [0, π2 ],
2
πx � sinx � x

4) ∀x ∈ [0, 1], 1 + x � ex � 1 + (e− 1)x

5) ∀n ∈ N, ∀x � 0, xn+1 − (n+ 1)x+ n � 0

6) ∀n ∈ N∗, ∀x1, · · · , x2n ∈ R+,

(
2n∏
k=1

xk

) 1
2n

�

2n∑
k=1

xk

2n

Inégalité vue et démontrée dans le TD de <Récurrence>

7) ∀x ∈ [0, π2 ], cos(x) � 1− 2
πx

(Extrait du CNC MP 2014)

Exercice 2 :
Montrer que :

∀n ∈ N∗, ∀x1, · · · , xn ∈ R+∗,
n

n∑
k=1

1

xk

�

(
n∏
k=1

xk

) 1
n

�

n∑
k=1

xk

n
�

√∑n
k=1 x

2
k

n

( La deuxième inégalité s’appelle "L’inégalité arithmético-géométrique" )
Exercice 3 :
Considérons la fonction

f : ]1,+∞[ −→ R
x 7−→ ln(lnx)

1) Montrer que f est concave.

2) En déduire que

∀x, y ∈]1,+∞[, ln

(
x+ y

2

)
�
√
ln(x) ln(y)
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EXERCICES MPSI

Exercice 4 :

1) Montrer que :

a) La fonction x 7−→ ln(1 + ex) est convexe sur R

b) ∀n ∈ N∗, ∀ x1, · · · , xn ∈ ]0,+∞[, 1 +

(
n∏
k=1

xk

) 1
n

�

(
n∏
k=1

(1 + xk)

) 1
n

2) En déduire que

∀n ∈ N∗, ∀a1, · · · , an � 0, ∀b1, · · · , bn � 0,

(
n∏
k=1

ak

) 1
n

+

(
n∏
k=1

bk

) 1
n

�

(
n∏
k=1

(ak + bk)

) 1
n

Exercice 5 :
Soit (p, q) ∈]0,+∞[2 tels que 1

p +
1
q = 1.

1) Montrer que :

a) ∀(a, b) ∈]0,+∞[2, p
√
a q
√
b � a

p +
b
q

b) ∀(a, b) ∈]0,+∞[2, ab � ap

p + bq

q
Dite inégalité de Young

2) En déduire que

∀ (a1, a2, b1, b2) ∈]0,+∞[4,
a1b1

p
√
ap1 + ap2

q
√

bq1 + bq2
� 1

p

ap1
ap1 + ap2

+
1

q

bq1
bq1 + bq2

3) Conclure alors que

∀ (a1, a2, b1, b2) ∈]0,+∞[4, a1b1 + a2b2 � p

√
ap1 + ap2

q

√
bq1 + bq2

4) Montrer qu’en général, on a :

∀n ∈ N∗, ∀(a1, · · · , an, b1, · · · , bn) ∈ ]0,+∞[2n,
n∑
k=1

akbk � p

√√√√ n∑
k=1

apk
q

√√√√ n∑
k=1

bqk

NB :

a) Cette inégalité s’appelle l’inégalité de Minkowski.

b) Pour p = q = 2, on retrouve l’inégalité de Cauchy-Scwarz.
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