EXERCICES MPSI

[ Arithmétique j

Exercice 1 :

1) Résoudre dans Z les équations suivantes :
a) (x—1) | (x+3)
b) (z+2) | (2*+2)

2) Soit n un entier impair. Montrer que n? = 1[8]

Exercice 2 :

1) Montrer que 11 | (2123 4 3121)

2) Déterminer le reste de la division euclidienne de (12344321 +43211234) par
7.

Exercice 3 :

1) Montrer que
VneN', (n+1) AN(2n+1)=1

2) En déduire que
VneN", (n+1)|C3,

Exercice 4 :

1) Montrer que
Vn € N, (an,bn) € N2, (1 + \/ﬁ)" — ap + b2

2) Montrer que a2 — 2b% = (—1)"
3) En déduire que
vneN, a, Nb, =1

Exercice 5 :

Les questions 1) et 2) sont indépendantes.

1. Soit P(x) = ag+a1x+---+a,_12" "' +2" un polynéme & coéfficients
dans Z.
Soit 7 € Q une racine de P. Montrer que r € Z.

2. (Critére d’Eisenstein)
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EXERCICES MPSI

(a) Soit P(x) = ag + a1x + -+ + ap_12" " + a,2™ un polynéme a
coéflicients dans Z.
Soitrzge@;oup/\q:l.
Montrer que si 7 est une racine de P, alors p divis ag et ¢ divise
Q-

(b) Déterminer alors toutes les racines du polynoéme :

P(z) = =2 + 152 — 3722 + 3023

Exercice 6 :

1. Soient a,p = 2. Montrer que
(a? — 1) premier = (a = 2 ou p premier)

2. Notons pour tout nombre premier p, M, = 2P — 1.
Ce sont les nombres de Mersenne. Montrer que les nombres de Mer-
senne sont deux a deux premiers entr eux.

(Probléme de Bezout)

Soient a,b,c € Z*. Considérons I'équation (E) ax + by = ¢, d'inconnes z et
y dans Z.

1) Résoudre dans Z? I'équation 33z + 24y = 3.

2) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que I'équation (E)
posséde au moins une solution.

3) Soit (wg,yo) € Z* une solution particuliére de (E).
Déterminer toutes ses solutions (z, y) en fonction de a, b, zg, yo et d = aNb.

4) Résoudre alors I’équation 95x + 71y = 46
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Exercice 1 :

1) Résoudre dans Z les équations suivantes :
a) (x—1) | (x+3)
b) (x+2) | (z?+2)

2) Soit n un entier impair. Montrer que n? = 1[§]

Pl
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(")1_4) /(71_2) (= AC % 2, %/ 5/ or—1, -—?}

S:%Z, 2’/5/ O/—'/’/——?}

b) Detécmnos g weZ Ll Gu(z+2) | (2?4 2)

Mt e X .
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2) Soit n un entier impair. Montrer que n? = 1[8]
N W = (ke m;,ZL,_L)
[N 2
Q) AA N = H&.Z-I'HA‘['J’
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E xhcile 4
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Exercice 2 :
1) Montrer que 11 | (2123 4 3121)

2) Déterminer le reste de la division euclidienne de (12344321 4-43211231) par
7

Pt

1) Montrer que 11 | (2123 + 3121)
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Yae IN ™, q/\a-—i'— = & =1 y

mv\ NT SN e ?Mf @/423‘1’ 3424) EO[///J

=2 =9[4

n &
10 "
==, YNE, 2 n;//):fmj (CM// ‘/1)

SAM_ 1

12 120 °
2 =2 x=%

420 120 3% Z
2, E’([/Iﬂ > 2 X2 = 2 [M]

. 423
D 2 =314
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2) Déterminer le reste de la division euclidienne de (12344321 +-43211234) par
7.

(Petck +hiscome s e cpmt)
T G o howlare fremiec -
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b
6
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by 2o 1 0
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4324
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L4321
A1y =2 [7]
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(Ona de vieme < 5324°= 4 [57

72317‘-55X20f'?‘L/
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123 Y 1
L4324 p = 43217 [F]
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Fin & xacile 2
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Exercice 3 :

1) Montrer que
VneN*, (n+1) A(2n+1)=1

2) En déduire que
Vn e N* (n+1)|C3,

Db

1) Montrer que
VneN*, (n+1) A(2n+1)=1

@ij a\ Bc QBw{“
?0’8;% V)é!f\/*,
One 2xMN+42) +(-1) x (2n+2) = 2

Alors dlepro b Ahbeme Jdv Beapgnt (ntd) A (2041) = 1

2) En déduire que
Vn e N*, (n+1) | C3,

M+ v
(Una () = (20#) C.Zn

= (n+1) /KRMH) C;
C76M(/ = (n+1) /C; , (s (na) A (an41) = 2

Fin &xocile 3
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Exercice 4 :

1) Montrer que
vn €N, 3(ay,,b,) € N2, (1 + \/5)" — ap + b2

2) Montrer que a2 — 2b? = (—1)"

3) En déduire que
VneN, a, Nb, =1

Koo

1) Montrer que

vn € N, d(a,,b,) € N2, (1 + \/§)n = a, + b, V2
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2) Montrer que a? — 2b? = (—1)"
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3) En déduire que
VneN, a, Nb, =1

/Om A (V“ €N, 0n2—~ {\95 :{J; )
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Exercice 5 :
Les questions 1) et 2) sont indépendantes.

1. Soit P(x) = agp+a1x+- -+ ap_12" ' + 2™ un polynéme a coéfficients
dans Z.
Soit » € QQ une racine de P. Montrer que r € Z.
2. (Critere d’Eisenstein)
(a) Soit P(z) = ap + a1z + -+ + ap—12" ! 4+ a,x™ un polyndéme a
coéfficients dans Z.
Soitrz%é@;oﬁp/\qzl.
Montrer que si r est une racine de P, alors p divis ag et q divise
A -

(b) Déterminer alors toutes les racines du polynome :

P(x) = —2 + 15z — 37x° 4 3023

Lot

1. Soit P(x) = ag+a1x+---+an_12" 1 + 2™ un polynéme a coéfficients
dans Z.
Soit r € Q une racine de P. Montrer que r € Z.

Ovm ; {)cloé.; {n_t, 4 é_ZZ)-

N
™ ofous )‘L:_%i /,a«f /DeZ/ a(—\éfe//\/ wac /D/\?:i,
@\r\ A ?/f'[) = O, 0{~ ,ﬁq\ﬂtpu(— yy\Qﬁ'l‘l'}‘(eh »?M( /YLZ;
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?(h):o = B 48N+ et G S L 2O
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" n—1 n-1 " /7/\731
-:57' ao?—"ﬁi])? *‘l‘"'*""an_ar '7—{-/) = O

IR SRS e S Y "

= 9 /F)

(On [pAg=2 , abrs /D”/\q::z

Dt gt bthisims de Gont s 9 /)
= g=t1
= (9= c 7é/f\faf

J%/{m R =p /a{—dwneZ

2. (Critére d’Eisenstein)
(a) Soit P(z) = ap + a1x + -+ + ap—12""! + a,2™ un polyndéme a
coéfficients dans Z.
Soit“r:ge@;oﬁp/\qzl.
Montrer que si r est une racine de P, alors p divis ag et ¢ divise
¢ .

Sek "z‘s_/;/,o«t Pﬂ/,?eﬂ\)*&/ﬁ/\%i
Sﬂf/b 7uu f)/h)jorof—%@m P/ﬁo A g/gw

h-) Y
m‘“ -F/""L)-—_'.O = G, + 9,1 + -3 G n 34 =0
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= §/ ap)

(Vr grp=1, abs Grp'=2

Ako olgwss & hiscm do G o ) oubine gooe [ /(=00)
 dec |9 /5 |

[

(b) Déterminer alors toutes les racines du polynéme :

P(z) = —2 + 15z — 37z + 30z°
P 4 de dagn’ 2,
S.oad whive 4 ,&4 Jonde Une M4 CIne M a o /DW(’%/W*‘ Jes
by & Cihe g ffechunt Lk diin wociolenne de T por G )

d Vi e Aiscriminedt A
Qekerrame)  Un N blme )7“74,5’\/\)'1{”( M.
Fosm M= Ii /tgh /Dé?é/ 741/\/%%/3/\7:_1 .

/

T ?/éo . F/[_%)
@4‘75(@; R) &) ) om< al/£3 ) 4xd %ﬁ/ o

= P@%ii, '_tz]] {/{'?é%i/ '&/%/ 5/ é/40/4§—/3/0%

(L 50 = 2x3xy o ﬁ{//\{* 77
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41 A
) _'_"5_/ ‘6_ voo }

P(z) = —2 + 15z — 372 + 3023

(a\ 17{ ) famlo VoS (e cul!)
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L 2
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Yes matms W&'M P(z) = —2 + 15z — 3722 + 3023

Aot .

4 4 Z
£ L g4
2 '3 5

Fin

Exhcile 5
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Exercice 7 : | (Probléme de Bezout)
Soient a, b, c € Z*. Considérons I'équation (F) azx + by = ¢, d'inconnes x et
y dans Z.

1) Résoudre dans Z? I'équation 33z + 24y = 3.

/0.4 ,G/c;[b;km;m ,O”ALB"’OI (’Ho;'ao)éz(z -/0{ g?w, 33-\1,O+ZLN3D:§

Ju que 33 A =3 (v drowse Moz B 9,5 U Suvreonad)

Pt mainkenant (ag) €2 . Ono -
LA 20y o3 4=y 33+ 2HY =33, + ARG,

=> 3% Orome) = 24 (4—9)

(= (e 28 (- 9) b
gyt L v et
= f / (n) (m YAM =L kI Graus)
= (34;(2{, A, = 8L)

{3, aonst)

ngﬂgm Jus b ;g owas M x ik = B (9-y)
=7 kao-'tg :/”H}L

S, (’u.‘a) ot doluhon ,‘wf% 5

Aan
U2, (rg)- (88, 9-MY)

Pr. ELAMIRI www.iamateacher.org



?F/()L'F[o ?MemanF} -
Pt g )o (a3 -ME) s w42
(M) et deoluchon J‘LQN*\LSW Cer Y,

323w +Rhy =33 (o, + 1)+ (30_44&)
_ (23 - 21),) (238 _uxMm)k
_ )+ @3xg 2t

" ——— —_
=z

=5

nggf@:

S (3464 MY.S K2

/ .
o8 S N wom e Ao alibod A leua-hin
23 +RHY =3 (’M?\fz‘&

\

La suite a venir
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