(SERIES ET INTEGRALES IMPROPRES

(Extrait de : Centrale 2015)

n
1) Justifier que la série de terme général a,, = % — / — converge.
n—1

n
1
2) i) Notons pour tout n € N*, H, = —.
) i) p n kzzl -
Montrer qu’il existe une constante réelle A telle que

H, = Inn+ A+ o0(1)
+o00

ii) En déduire que H,, ~Inn
3) Soit r un entier naturel.

Pour quelles valeurs de r, la série —— ™ __ est-elle convergente ?
d n§>:1 (n+1)" 8

4) Pour tout couple d’entiers naturels (p, q) et pour tout € €]0, 1[, on note

1 1
I, = /0 tP(Int)? dt et I , = / tP(Int)? dt
3

i) Montrer que l'intégrale I, , existe pour tout couple d’entiers naturels
(P, q)-
ii) Montrer que
q ePtl(lne)d
VpeN, VgeN*, veelo, 1], I, =———, 1 — ———
p q ] [ D,q p—i—lp’ql p+1
iii) En déduire que 'on a

q

A N, V N* I,,=———1I,,_
peN, Vge N, Ipq p—i—lp’ql

iv) En déduire une expression de I, ; en fonction des entiers p et g.

5) Soit x > 0. Montrer que ¢ — t*“le~! est intégrable sur |0, +oo|.
Dans toute la suite, on notera I' la fonction définie sur RT™* par T'(z) =

—+o00
/ ==Lt dt.
0

+oo
6) Soit x et av deux réels strictement positifs. Justifier ’existence de / t*temot dt
0

et donner sa valeur en fonction de I'(x) et o®.
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7) Pour (x,y) dans (R**)2 on définit B(z,y) = / t* 11 — )yt dt.
0

i) Justifier Uexistence de B(z,y) pour tout x > 0 et y > 0.

ii) Montrer que pour tous réels z > 0 et y > 0, B(z,y) = B(y, ).

iii) Soient z > 0 et y > 0. Etablir que B(z + 1,y) = =% [(z,y).

)
)
i)
)

Tty
iv) En déduire que pour z > 0ety > 0, f(z+1,y+1) = Wﬁ(m,y).
+o00 ua:—l
8) Montrer que f(z,y) = /0 (FES] du
On pourra utiliser le changement de variable ¢t = H_Lu
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