EXERCICES MPSI

[ Arithmétique j

Exercice 1 :

1) Résoudre dans Z les équations suivantes :
a) (x—1) | (x+3)
b) (z+2) | (2*+2)

2) Soit n un entier impair. Montrer que n? = 1[8]

Exercice 2 :

1) Montrer que 11 | (2123 4 3121)

2) Déterminer le reste de la division euclidienne de (12344321 +43211234) par
7.

Exercice 3 :

1) Montrer que
VneN', (n+1) AN(2n+1)=1

2) En déduire que
VneN", (n+1)|C3,

Exercice 4 :

1) Montrer que
Vn € N, (an,bn) € N2, (1 + \/ﬁ)" — ap + b2

2) Montrer que a2 — 2b% = (—1)"
3) En déduire que
vneN, a, Nb, =1

Exercice 5 :

Les questions 1) et 2) sont indépendantes.

1. Soit P(x) = ag+a1x+---+a,_12" "' +2" un polynéme & coéfficients
dans Z.
Soit 7 € Q une racine de P. Montrer que r € Z.

2. (Critére d’Eisenstein)
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(a) Soit P(x) = ag + a1x + -+ + ap_12" " + a,2™ un polynéme a
coéflicients dans Z.
Soitrzge@;oup/\q:l.
Montrer que si 7 est une racine de P, alors p divis ag et ¢ divise
Q-

(b) Déterminer alors toutes les racines du polynoéme :

P(z) = =2 + 152 — 3722 + 3023

Exercice 6 :

1. Soient a,p = 2. Montrer que
(a? — 1) premier = (a = 2 ou p premier)

2. Notons pour tout nombre premier p, M, = 2P — 1.
Ce sont les nombres de Mersenne. Montrer que les nombres de Mer-
senne sont deux a deux premiers entr eux.

(Probléme de Bezout)

Soient a,b,c € Z*. Considérons I'équation (E) ax + by = ¢, d'inconnes z et
y dans Z.

1) Résoudre dans Z? I'équation 33z + 24y = 3.

2) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que I'équation (E)
posséde au moins une solution.

3) Soit (wg,yo) € Z* une solution particuliére de (E).
Déterminer toutes ses solutions (z, y) en fonction de a, b, zg, yo et d = aNb.

4) Résoudre alors I’équation 95x + 71y = 46
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