EXERCICES MPSI

[ Nombres complexes ]

Exercice 1 :

U désigne ’ensembles des nombres complexes de modules 1.
Montrer de deux maniéres différentes que :

/
1) Vz,2' € U, f:zzz, eR

2) Vz e U|{1}, 5 €R

Exercice 2 :

Soit n € N*[{1}. Soit p € N.
U,, désignera ’ensembles des racines némes de l'unité. Calculer :

=D w2)S=> w3)S=> w149 P=]] v,

w€ely, wely, wely, wely,

Exercice 3 :

Soient n € N et 8 € R. Calculer les sommes suivantes :

1) ZC’ﬁcos(k@) et ZCﬁsin(kﬁ).
k=0 k=0

2) Zcos(k&) et Zsz’n(k@).
k=0 k=0

) Zk:cos(k:@) et Zk‘sin(k@).
k=0 k=0

Rappelons la notation j = e Simplifier :
, +1
1) (] + 1)7 j2+1 et ]
|
k=2 +

Indice : Factoriser k®> — 1 en introduisant j.

Exercice 5 :
n—1

Soient n = 2 et w une racine néme de I'unité. Calculer la somme Z(k+1)wk

k=0

Soit n € N*. Résoudre dans C les équations suivantes :

1) 22 —2iz—1+2i=0 2)2*—(5—-14i)22 —2(12+5i) =0 3)2"+1=0
4) (z+1)"=(z-1)"  5) (z4+)" = (z—0)" 6) 2% = 4v/2(1 +1)
7) e = —2020 8) e* =3+
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EXERCICES MPSI

Exercice 7 :

Soit n € N*. Simplifier les expressions suivantes :
N\ 25 . ,
D (223)7 pa+arra-an 3) k4

V/3+2i (1=i)3 T (14493
.\ 2020
na-p0 5 (25)
Soit n € N*,

1) Déterminer les racines némes de i et 1+ 4.
2) Résoudre I'équation (E): 22" — 2" +1 = 0.

Exercice 9 :

i

Posons w = e7 . Calculer les complexes suivants :
A=w+w?4wet B=w?+w +wb
Indice : Calculer A+B et AB.

‘Exercice 10 :‘
Exprimer cos(36)sin(660) en fonction de cos(6) et sin(6).

‘Exercice 11 :‘
Résoudre I’équation suivante sachant qu’elle posséde une solution imaginaire

pure :
(i —1)2% = (5i — 11)2% — (43 4+ i)z +9+37i =0

‘Exercice 12 :‘
1) Résoudre dans C I'équation : (E) 1+z+ 22+ 23 +24=0
2) Soit z une solution de (E). Posons x = z + 1.

Montrer que z est solution d’une équation simple & préciser.

3) En déduire une expression algébrique de cos(3E).

‘ Exercice 13 :

1) Résoudre le systéme suivant :

r+y+z = 1
TYZ =1

2) Soient n € N* et 6 € R.
a) Résoudre dans C I'équation 22 — 2cos(0)z + 1 = 0.
b) Montrer que toute solution de cette équation est aussi solution de
I’équation suivante :

22" — 2cos(nf)z+1=0
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EXERCICES MPSI

‘Exercice 14 :‘
Soient z et 2’ deux nombres complexes. Montrer que :

1) |24 2P+ |z -2 =2x (|z|2+|z’|2).

9) |z + 2| < (1 + y,z\?) x (1 + |z’\2).

‘Exercice 15 :‘
Soient n un élément de N—{0,1} et w une racine n"™¢ de 'unité. Simplifier :

n—1 n—1
Si=>) CruwF.  So= > CRMP 83=) (1+wh)"
k=0 0=k=<p=n—1 k=0

‘Exercice 16 :‘
Soit n € N*. Montrer que :

1) Pour tout complexe z de module différent de 1, on a

1— zn-i-l 1— |Z|n+1
‘ 1—2z 1— 7]
2) Pour tout complexe z. On a
k n k n
e |
k! n ! n
k=0 k=0

‘Exercice 17 :‘

n

1 k
Calculer en fonction de n la somme : Z ok sin <37T>
k=0

‘Exercice 18 :‘
soit(x,y,n,p) € R x R x N x N tel que p <n.

n
1) Réduire la somme Z cos (z + k y).
k=p
2) Déduire I'ensemble des solutions de I’équation d’inconnue z € R :

1+ cos(z) + cos(2 z) + - - - + cos(2020 ) = 0.

Exercice 19 :‘
Résoudre 'équation d’inconnue 6 € R :

Z cos® () cos(kf) = 0.
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EXERCICES MPSI

‘ Exercice 20 :

1) Linéariser les expressions suivantes : cos®z, sin®x, sin®xcos?x.

2) (a) Déterminer le polynome P tel que P(cosz) = cosbx.

(b) Déduire la valeur de cos 1% puis cos —.

SIS

‘Exercice 21 :
Trouver les nombres complexes z tels que les points d’affixes :

1) z, 2% et 23 soient alignés.
2) 1, z, 2% et 23 soient cocycliques.

3) z, 2% et 23 soient les sommets d’un triangle isocéle.

\Exercice 22 :‘
Soient A, B et C' trois points d’un plan complexe muni d’un repére ortho-
normal direct,d’affixes respectivement a, b et c.

1) Montrer que ABC est un triangle équilatéral direct ssi a+jb+j%c = 0.
2) Déduire que ABC est un triangle équilatéral indirect ssi a+jc+52b = 0.
3) Montrer que ABC est un triangle équilatéral ssi a®+4b?+c? = ab+bc+ca.
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Nombres complexes

Exercice 1 :

U désigne 'ensembles des nombres complexes de modules 1

Montrer de deux maniéres différentes que :

1) V2,2’ €U, £% €R

2) Vz € U|{1}, &5 €iR

‘Rﬁme!
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I\
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Exercice 2 :
Soit n € N*|{1}. Soit p € N.

U,, désignera I’ensembles des racines némes de 'unité. Calculer :

— Zw,2)82: pr,3)83: Z|w_1|v

41 = Hw,

w€lUn, w€Un w€eUn, w€Un
YeAutioa
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Exercice 4 :

271

Rappelons la notation 7 = e 3 . Simplifier :

1) 5 +1), g et £




Exercice 4 :

Rappelons la notation j = e 5 Slmphﬁer

1) (G +1), g ot &5

sl |

2) R

;01‘17?,&2.

k=2
Indice : Factoriser k* — 1 en introduisant j.

2 2 , 2
2L _1 -o <:> w =2 <;7<'x—;:f_/au‘\rt=?) o x=7) )

E

U2 D=3 )

'1?)+ 4 =— ((J")%"/"‘) = — (-1 (—4-3) (7]

13+i _ (a+1) (7+j)(7+bz)
n%ln%m‘ :

" hen (R (kY
Vﬁ s (- () ?z)
Toia Aoy (Bn) () (B+Y)

; n (k) (k-7°)

= /]
-/ 2= X , .2
T Arn Eea(keg) (b))

Pappel

n
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Exercice 5 :

n—1

Soient n = 2 et w une racine néme de I'unité. Calculer la somme Z(IH— 1w®

k=0
VI —|
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Exercice 7 :
Soit n € N*. Simplifier les expressions suivantes :

3v3-i\%° \n \n (14+)* | (=i
D (35)7 Davirsa-an 9 G+

(1+49)* | (-9 _
3] = T T =
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Exercice 11 :
Résoudre I'équation suivante sachant qu’elle posséde une solution imaginaire

| (E) (i—1)2% — (51 — 11)22 — (43 +9)z + 9+ 37i = 0

N@’h"".s (4/)()/94/: m&fg, Cet Mtg"l /(/"ﬂfl-(fmmr:r ffn(“( d( ﬂ'érm%v, (E\

Oha : ) ) %\
Cony ey e M) o (30 1 +{14333) =

4

& e
U&/&Aﬁe /) X

- &



Exercice 12 :
1) Résoudre dans C I’équation : (E) 14+ 2+ 22422 +24=0

2) Soit z une solution de (FE). Posons x = 2z + %
Montrer que z est solution d’une équation simple a préciser.

3) En déduire une expression algébrique de cos(%’r).

FhuAron

1)| Résoudre dans C I'équation : (E) 1+ 2+ 22+ 23+ 24 =0
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2)| Soit z une solution de (E). Posons z = z + %
Montrer que x est solution d’une équation simple a préciser.
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/3_)\ En déduire une expression algébrique de cos(24X).
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Exercice 20 :

1) Linéariser les expressions suivantes : cos® x, sin® %, sin® x cos? .

2) (a) Déterminer le polynéme P tel que P(cosx) = cosbzx.

b) Déduire la valeur de cos = puis cos ]
10
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Exercice 16 :
Soit n € N*. Montrer que :

1) Pour tout complexe z de module différent de 1, on a

1_zn—|—1 1_‘2 n4i-l
=3
1—2 [T 1-—|2

2) Pour tout complexe z. On a

S ()= - (5
Ty 4 ‘i
1) | 4= =22 }
'1 — = l ﬁ:ﬂ il u
> |2 a1 _ZFaia
< a-l 4= -a

=0 -
" 4 Sk R#1







Exercice 22 :
Soient A, B et C trois points d’'un plan complexe muni d’un repére ortho-

normal direct,d aflixes respectivement a, b et c.

1) Montrer que ABC est un triangle équilatéral direct ssi a+jb+j%c = 0.
2) Déduire que ABC est un triangle équilatéral indirect ssi a+jc+5%b = 0.

3) Montrer que ABC est un triangle équilatéral ssi a®+b*+c?* = ab+bc+ca.







= a b+ jlc e

et ———————

2) Déduire que ABC est un triangle équilatéral indirect ssi a+jc+j%b = 0.

3) Montrer que ABC est un triangle équilatéral ssi a?+b*+c? = ab+be+ca.

: VY N ABC driaale / ﬂa.-]:fj ored ou
@BC di'ma't “%’JWL’!J)QﬂQ " Ecc:ﬂﬂ )
QA -’r’j‘o +‘;bLC -
OWn

4':7 : .
a+0c+a b =o

> [atgh+i') (a+3C+7B) =0

9 ! i 2
(=> oab+C 4a C(G+3')+ & L(W*bc(ﬂ*9) =0
= =1 T -



