EXERCICES MPSI

Espaces préhilbertiens réels

Exercice 1

1) Soit n € N. Considérons I’application ® définie par :
YP,Q € Ry[X],®(P,Q) = Y _ P(k)Q(k)
k=0

Montrer que ® est un produit scalaire sur R,,[X].
2) E =C([-1,1],R). Considérons l'application ¥ définie par :

1
Vi.ge B U(f.g) = / a1~ i

Montrer que ¥ est un produit scalaire sur E.

Exercice 2

R* est muni de sa structure euclidienne canonique.
Notons e; = (1,0,1,0),e2 = (1,—1,1,—1) et F' = vect(e, e2)

1) Déterminer une base orthonormale de F.
2) Déterminer d(z, F), on x = (1,1,1,1)

) ) )
Exercice 3

On considére 'application définie sur M, (R)? par :
(A|B) =tr(*A.B)

1) Montrer que cette application est un produit scalaire pour lequel la base
canonique est orthonormée. On note ||.|| la norme associée.
2) Montrer que
VA € My (R), [tr(A)] < v/nl|Al

3) Quel 'orthogonal de S, 'espace des matrices symétriques ?
4) En déduire

N fim,es > (Aij —mij)?

1<i,j<n

A = (A;5) € M, (R) étant une matrice fixée.

Exercice 4

Soit A € M,(R).
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1) Montrer que ker(A) = ker(*A.A)
2) En déduire que :
a) rg(A) =rg(*A.A) = rg(AlA)
b) Im(A) = Im(ALA)

Exercice 5

E = R? est muni du produit scalaire usuel. Q est le plan d’équation carté-
sienne

Q: z—y+2=0
1) Déterminer ’expression analytique de la projection orthogonale sur Q.
2) Calculer d(A,Q), ot A =(—1,2,1)

Exercice 6

(E, < |- >) un espace euclidien.

1) a un vecteur non nul de E et D = vect(a).
Expliciter Pp(x), la projection orthogonale de x sur D.

2) Soit H I’hyperplan orthogonal au vecteur a.
Expliciter Py (x).

3) E = R3 est muni du produit scalaire usuel. P est le plan d’équation
cartésienne P: x —y+ 2z =0.
Déterminer ’expression analytique de la projection orthogonale sur P.
Comparer avec le résultat trouvé dans : Exercice 5. 1)

Exercice 7

M5(R) est muni du produit scalaire : (A|B) = tr(*A.B)

H = {M € My(R)/tr(M) =0} . F = { ¢ Z ) /(a,b) ERQ} .
11

=(0)

1) a) Justifier que H est un hyperplan de M3(R)

b) Déterminer d(A, H).

2) a) Justifier que F est un sous-espace vectoriel de M(R) et en déterminer
une base.

b) Déterminer une base de F+

c¢) Déterminer la projection orthogonale de A sur F*

Pr.ELAMIRI 2/ 2 www.iamateacher.org



