Concours National Commun - Session 2012 - MP

L’énoncé de cette épreuve, particuliére aux candidats de la filiere MP,
comporte 5 pages.
L'usage de la calculatrice est interdit .

Les candidats sont informés que la qualité de la rédaction et de la présentation, la clarté et la précision des
raisonnements constitueront des éléments importants pour I'appréciation des copies. Il convient en particulier

de rappeler avec précision les | références | des questions abordées.

Si, au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le
signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il est
amené a prendre.

Fonctions de Bessel et équation de Kepler ’

Le sujet est composé de quatre parties; il traite quelques propriétés des fonctions de BESSEL et
propose l'étude d'une équation implicite dite de KEPLER. Ces propriétés font appel & des résultats
sur la fonction T" et notamment a la formule (1) due a EULER et partiellement démontrée dans la
seconde partie du sujet.

Les deux premiéres parties du sujet sont indépendantes entre elles ; la troisi¢me partie traite des
fonctions de BESSEL et utilise des résultats des deux parties qui la précédent. La quatriéme partie,
consacrée a I'étude de I'équation de KEPLER, est indépendante des trois autres a 'exception du
résultat établi 4 la fin de la troisiéme partie et concernant I'expression intégrale de J,,, fonction de
BESSEL d'indice n € N.

1% partie
Une fonction définie par une intégrale

Soit A un réel vérifiant 2X > —1.

1.1.  Montrer que, pour tout réel z, la fonction § — e~ 58 5in? g est intégrable sur Iintervalle
10, =[.

Dans la suite, on pose
T
filz)= / e s 05in22 0 ds. z e R
0

s

1.2. Montrer que, pour tout réel z, /) (z) = 2 / " cos(z cos 8) sin? @ df; en particulier la fonction
0
[ est & valeurs réelles.

1.3. Montrer que la fonction f, est de classe C™ sur R et donner, pour tout entier naturel p et
tout réel z, une expression de f )(\p) (x) sous forme intégrale.

1.4. Une équation différentielle
1.4.1. Montrer que f} = fii1 — fa
1.4.2. Alaide d’une intégration par partie, montrer que —z fari1(z) =(2A+1) fi(z), z € R
1.4.3. Endéduire que la fonction f est solution sur R de I'équation différentielle

oy’ + 22+ 1)y +zy =0. (Fy)
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2°m¢ partie

Une formule d"Euler

+00
On rappelle que la fonction I' d'Euler est définie, pour tout z > 0, par I'(z) := f " te™ dt.
0

2.1.  Soit p un réel strictement positif.
2.1.1. Montrer que I'(p + 1) = pI'(p).
2.1.2. Calculer I'(n) pour tout entier naturel non nul n.

2.1.3. Justifier que T'(p) > 0.

+00 ,
2.1.4. Montrerque TI'(p)= 2/ §%P~1 =" ds.
0

2.2.  Soientp et ¢ deux réels tels que 2p — 1 > O et 2¢ — 1 3 0. Pour tout réel a > 0, on pose
a
I(a) :/ 2P 1ot gt et D(a) = {(z,y) €R® ; z30,yz0etz?+y%<a’}
0
On définit de méme les intégrales 7,(a) et I 4(a).

2.2.1. Justifier que, pour tout réel a > 0,

I(a)I,(a) = / f g2~y o=~V oy
[0,a]2

2.2.2.  Montrer que, pour tout réel a > 0,

]/ z2P 121 Sand dedy = Iy4(a) f2 cos?1 g sin®~1 4 48.
D(a) g

s

2.2.3. En déduire que T(p)I'(q) = 2T'(p + ¢q) fz cos??~1 4 sin??~1 9 df. On pourra encadrer
0

Vintégrale double, sur le carré [0, a]?, de la fonction (7,y) — 22~ 152¢~1 e=%"~%" par ses intégrales
doubles sur D(a) et D(a+/2) puis opérer un passage a la limite.
Dans la suite, on admet que pour tout couple (p, ¢) de réels strictement positifs,

s

C(p)'(q) =2T(p+q) /2 cos®?1 9 sin?971 9 d8. (1)
0

(2n)! VT

2.3.  Calculer I'(3) et montrer que, pour tout entier naturel n, I'(n + 1) = ]
n!

. On pourra
utiliser le résultat de la question 2.1.1.
3*M¢ partie
Fonctions de BESSEL

Pour tout réel A > — %—, on note J), la fonction de BESSEL d’ordre A, définie sur 0, 4-00[ par
1 z\A

@) = === (3) Ale) 2 >0,

D(HT(A+3) \2

[ étant la fonction définie au début de la premieére partie ; J, est donc une fonction de classe C*°

sur ]0, +oo].
Dans toute la suite de cette partie, A désigne un réel strictement supérieur a —3.
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3.1. Montrer que Jé(z) =4/ §i}—f, z > 0, et en déduire un équivalent de J% en 07.
A -3
3.2. Montrer que, pour tout z > 0, Jat1(z) = =Jda(z) — Ji(z).
= :
3.3. OnposeH = %% ; [ étant un élément de C*(]0, +oc[, R), montrer que, pour tout n € N* et
toutz > 0, [H"~1(f)]'(¢) = 2H™(f)(z) et que J 1 (z) = (-1)"\ /2 o™*7 (34)" (%)

3.4. Montrer que la fonction Jy est solution de I'équation différentielle
22y + zy + (22 = Xy = 0. (Ey)

3.5.  Enutilisant le développement en série entieres de la fonction cosinus, montrer fue
Y. £y 26
=(= -_ - [ , 0.
He) = (3) %k!r( T 3 (3) o>

3.6. Déterminer la limite de la fonction fy en 0% puis en déduire que Jy(z) e n o G-

3.7. Une autre expression intégrale de J,, n € N

m

3.7.1. Montrer que, pour tout (n,m) € N?, = (el =g~ H)ntime=ind gy (—1)"‘(

n+2m
2r J_, )

m

+0
. ko -
3.7.2. Soit z > 0. Justifier que, pour tout réel o, e*57¢ = Z L(E) (e — e™**)" puis en
o k! \2
déduire que
Jn(-T) 1 / et sin f—ind dd, neN

:—2—7; .

(a
3.7.3. Montrer que, pour toutn € N et toutréel z, J,(z) = .. / cos(nf — zsin@) db.
T Jo

4°™¢ partie
Application a I’étude de I"équation de KEPLER

En mécanique céleste, les lois de KEPLER montrent que les trajectoires des planétes sont des
ellipses dont le soleil occupe 1'un des foyers; ces trajectoires sont décrites selon la loi des aires
?"2‘5—? = ( (constante des aires) ol1 r et # sont des coordonnées polaires d’origine S (soleil) et ¢ est le
temps.

On montre que, par un choix convenable de l'origine et de 1'unité de temps, la loi des aires est
équivalente a I'équation

v =1+ esinwv, (2)

dite de KEPLER, ou v représente ["anomalie excentrigue, paramétre angulaire commode pour définir

la position d'une planete dans son orbite elliptique, ¢ représente une variable proportionnelle au
temps et ¢ est l'excentricité de l'ellipse (voir figure de la derniére page).

L’objet de cette derniére partie du sujet est d'étudier I'équation (2) et de fournir des expressions de v en
fonction de ¢ et de t i 'aide de deux méthodes différentes dont la deuxiéme est due d BESSEL qui introduisit
dans ce but les fonctions qui portent son nom.
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4.1. Pourtoute €] —1, 1], on note g¢ la fonction définie sur R par
vel{z) =z —cesinz, z €R
4.1.1. Montrer que, pour toute €] — 1,1, ¢ est un C*°-difféomorphisme de R sur R.
4.1.2. Endéduire qu'il existe une unique fonction v : Rx] — 1, 1[— R, vérifiant
v(t,e) =t +esin(v(t,e)), (t,€) € Rx] - 1,1].
4.2. Premiéres propriétés de la fonction v
Soite €] — 1, 1.
4.2.1. Montrer que v(0,¢) = 0 et que v(m,e) = 7. '
4.2.2. Montrer que la fonction ¢ — v(t, ), définie sur R , est impaire.

4.2.3. Montrer que, pour toutt € R, v(t + 27.2) = v(t,g) + 27 et en déduire que la fonction
t — v(t,e) — t est 2m-périodique.

4.3. Régularité de la fonction v

On note U l'ouvert de R® défini par U := Rx] —1,1[xR, eton désigne par ¢ la fonction définie
sur { par
g(t,e,z) =z —esinz —t, (te,z)€EU.

4.3.1. Justifier que g est de classe C* sur I et calculer sa dérivée partielle g—i Cette dérivée
partielle peut-elle s’annuler sur I{ ?

4.3.2. En appliquant le théoréme des fonctions implicites & la fonction g, montrer que la
fonction v : (t,¢) — v(t,¢), définie sur 'ouvert Rx| — 1, 1], est de classe C* sur cet ouvert.

4.4. Expression de v A ’aide d’une série entiére de la variable =

ov v
4.4.1. Montrer que les dérivées partielles premieres de v vérifient ;9—3 = El sinwv.
£ 2

i O (0 cmn N BB .
4.4.2. Justifier que, pour tout n € N*, R (-5{.5111 fo) =S (65'Sm v).

I n—1
4.4.3. Endéduire que, pour tout n € N*, AP (@.sin” v).

Ben o1 \ ot
dn
4.4.4. Soitn € N. Montrer que pour tout réel ¢, =5 ( sin™t! t) < (n+1)", puis en déduire un
dn—l P
minorant, indépendant de ¢, du rayon de convergence de la série entiére Z T (sin” t) T
nzl

En fait, on peut démontrer par des arguments d'analyse complexes que

teo qr—1 e

v(t,e) =t-+ Z —F(sm”t) o (t,e) e Rx] —1/e,1/e].
=1

Il ne vous est pas demandé d’établir ce résultat.
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4.5. Expression de v faisant intervenir une série de FOURRIER de la variable ¢

Soit £ €] — 1,1[; on rappelle que la fonction ve : ¢ — v=(f) = v(t,e) — t, définie sur R, est
2n-périodique, de classe C* et impaire. On note (a,)qex et (b, )ncx- les suites de ses coefficients de
FOURRIER trigonométriques.

451 Quevauta,, n € N? Justifier votre réponse.

4.5.2. Pour tout entier n € N*, exprimer le coefficient b, sous forme d‘une intégrale faisant
intervenir la fonction v puis montrer que

s

by = — [ cos(nu — nesinu) du.
nm Jjo

4.5.3. Montrer que, pour tout réel ¢, .

+00
w v(t,e) =t+2 Z Jnsqne) sin(nt).
n=1

2
4.54. Justifier la convergence de la série Z {n(ne))” et déterminer sa somme.

2

nzl n

Y

£ (acosv,asinv)

b ‘ (z,y) = (acos v, bsinv) = (Va2 - b2 + r cos §, 7 sing)

M
Ay 8

0 S a T

Figure : Ellipse de Kepler et anomalie excentrigue v.

FIN DE L’EPREUVE
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