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Corrigé par Taoufiki said

Q1. La fonction nulle est harmonique et pour f,g € H(U) et o € R, on a, par
linéarité de A :

Alaf +g) = aA(f) + A(g) =0

Q2. Le fait que f est de classe C* permet d’utiliser le théoréme de Schwartz, pour
écrire le laplacien d’une dérivée partille quelconque sous forme de dérivée partielle
du laplacien, ce qui donnera bien str une fonction nulle, d’out le résultat.
Q3. On a: A(f?)(z) = 2(|[V(f(@)II” + f(x)Af(x)) = 2V (f(2))]]* ( car f har-
monique ).
f? est donc harmonique sur U si et seulement si Vx € U |, |V(f(x))|*> =0,
puisqu’on travaille dans un connexe par arcs, alors cette derniére condition est
vérifiée seulement par les fonctions constantes. On en déduit que les fonctions f
harmoniques de sorte que f? l'est aussi sont exactement les fonctions constantes
sur U.
Q4. La fonction f définie par f(z) = z; est harmonique sur U.
Le produit de deux fonctions harmoniques ne 'est pas en général, par exemple,
sur R? la fonction g définie par g(x,y) = x est harmonique mais ¢g* n’est pas
harmonique.
Q5. Pour tout (z,y) € R? on a :
2 2

G =W @) | G = a0

comme f est harmonique sur R? alors V(x,y) , u”(2)v(y) + u(z)v”(y) = 0.

Par hypothése, il existe (a,b) € R? vérifiant : u(a) # 0 et v(b) # 0.
u//(a) o ,U//(b)

Onpose:)\:—u(a) = U(b).Pourtout:cE]R,
"(x u(z) = u”(x UN(b)ux _ L u' () u(x)v" (b)) =
(@) + du(e) = o' (o) + o) = o (@) + (@ () =0

de méme, on vérifie que, pour tout x € R, v"(z) — Av(x) = 0.

Q6. On sait bien comment résoudre dans R, les équations différentielles de la



question précédente selon la valeur de A, on trouve :
Si A >0, alors

V(z,y) € R?, f(z,y) = <a COS(J?\/X) + ﬂsin(mﬁ)) <0/ exp(y\/X) + 5 exp(—yﬁ))
Si A <0, alors
V(z,y) € R?, f(z,y) = <oz exp(zv/—\) + 6exp(—x\/—_)\)> (a' cos(yv/—\) + /3 sin(y\/—_)\)>

Si A =0, alors

V(z,y) ER?, f(z,y) = (ax + §) (a'y + )
Q7. Les composantes de la fonction ¢ : (r,0) — (rcos(6),rsin(6)) sont de classe
C> sur R?, donc ¢ est de classe C? sur R*™ x R avec ¢(R*" x R) = R?\ {(0,0)} et
f est de classe C? sur R?\ {(0,0)}, donc g = fo¢ est de classe C? sur R?\ {(0,0)}.
Q8. Pour tout (r,0) € R** xR, on a :

dg B of of

E(r, 0) = cos(f).=— e ——(rcosf,rsinf) + sin(6). 8 —(rcosf,rsinf)

g B . of :

89< r,0) = —rsin(0). e ——(rcosf,rsinf) + rcos(fd ) (r cos B, rsin 0)
Q9. Pour tout (r,0) € R** xR, on a :
0%g 0*f 0*f 0*f
W(Tﬂ) = cos Qa——i—sm 9W+2C0808m98x6y
0%g 0*f f s ) 0°f of of
w(r,@) = r*sin 98x2+r cos 68 5 —2r cos@sm@axay—rcosG%—rsmH o
Q10. On a

. 2% ’g 0y .
V(r,0) e R xR, s =5 (7, 9)—I—w( 0) + ar(r,e):7“2Af(rcose,rsm9)

donc

FERMRIN{(0,00}) & VY(z,y) €R*\{(0,0)} , Af(z,y) =0
& Y(r,0) e R*" xR, Af(rcosf,rsinf) =0

,0%g 0%g dg
* — — —
< V(r,0) e R xR, r? 2(r9)+ 92( 0) +r 70(7‘9)—0

Q11. On note I'ensemble des fonctions harmoniques radiales de R?*\ {(0,0)} par
H,(R*\ {(0,0)}).
feH,(R*\{(0,0)})) <«  feHR\{(0,0)}) et g est indépendante de &

2

& V(r,0) e R"" xR, ag( 9)+@

Jg
e ar(r, 0) =0 et

89(7" 0) =

par Q10

0



Les solutions de 'E.D.L.H  ty'+y =0 (L&) sur 0, 4-o0[ sont sous la forme ¢ — ¢
donc
2 dg . dg
of € HO-(R*\ {(0,0)}) < . est solution de (E) et 0= 0
& V(r,0) e R xR, f(rcosf,rsinf) = g(r,0) = aln(r) + 3

& Y(z,y) e R*\{(0,0)}, f(z,y) = aln(y/z2 +42) + B

Q12. La fonction f définie par :

V(z,y) € R*\ {(0,0)}, f(z,y) = aln(\/22+y2) +

avec v = —2=0 et = Mrrimalnm fogt harmonique sur R? \ {(0,0)} (par Q11)

Inri—Inr Inri—Inre 7
et vérifie les 1deu; autres condition?s.
Q13. Soient p > 0 et §y € R vérifiant f(pcosby, psinby) #0 (car f #0 ).

On a u(p) # 0 (et aussi v(fy) # 0 ) donc

f(pcosf, psind)

VO eR, v(d) = ()

C’est bien une expression d’une fonction 2r—périodique.
Q14. D’apres Q10.,

V(r,0) € R*T x R, r2u"(r)v(0) + u(r)v”(0) + ' (r)v(d) = 0

Le réel A = _::9(09)0) = 2l )J(Z j“”(p ) convient, en effet
" 9
Vr e R | 2 (r) + ru/(r) + Gl O)u(r) =0
v(6o)
et aussi ) .
WeR , " (0) = (p) — pu (p)v(e)

u(p)
Q15. Les solutions de 1.2 sont les fonctions affines, donc ses solutions qui sont
2m—périodiques sont exactement les constantes.
Q16. L’équation est déja vue en Q11., ses solutions sur R** sont exactement les
fonctions de forme z : r — alnr + 5.
Q17. Les fonctions harmoniques & variables polaires séparables dans ce cas sont
sous la forme (r,0) — alnr + 3 (car v est constante).
Q18. L’étude faite en Q6., permet de dire que, (/1.2) admet des solutions 27 —périodiques
non nulles si et seulement si v\ € N*, et dans ce cas

2(0) = acos(0VN) + Bsin(0vVX)  avec (a, 3) # (0,0)
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Q19. On pose Z(t) = z(e') , t e R. On a :
VteR, Z'(t) = e (e") et Z"(t) = 2" (') + e'2/(€")

donc

(I11) & VteR, Z'(t) — A\Z(t)

La derniére équation est déja traitée pour répondre & Q6.. Dans le cas ou A > 0,
on a :

Z(t) = aexp(tVA) 4+ fexp(—tV/A)

par suite
Vr >0, z(r) = arV 4 BV avec (a, B) # (0,0)

Q20. On sait que lim VA= 0et lim r Y = 400, donc les solutions prolon-
r—0t r—0+t

geables en 0 sont données par

Vr >0, 2(r) = a.rV?

Q21. U est bornée donc il est inclus dans une boule fermée, son adhérence U est
incluse dans la méme boule, donc elle est bornée puis compacte (car fermée d'un
evn de dimension finie). Par continuité de f, il existe zo € U vérifiant

f(z0) = max f(x)

xzelU
Q22. Supposons que xg € U.
On a Z (‘9_;2,:(%) = Af(zg) > 0 donc il existe i € {1,...,n} tel que gixi;(xo) > 0.
k=1

On pos:e o(t) = f(zo+te;) , t € R avec e; le i—iéme vecteur de la base canonique
= 24 (20) > 0. 1l existe

= 5.2
ox;

de R™. On a : ¢ est de classe C? au voisinage de 0 et ¢”(0)
donc un réel n > 0 tel que

Vtel—mn,nl, xo+te; €U et ¢"(t) >0

donc ¢’ est strictement croissante sur | —n, n[. Comme z( est un point d’extremum
de f dans un ouvert alors il est un point critique puis ¢’(0) = g—i (x9) = 0 donc pour
tout t €] —n,0[, ¢'(t) < ¢'(0) = 0 donc ¢ est strictement décroissante sur | — 7, 0]
done Vt €] —n,0[, ¢(t) > ¢(0) c’est a dire que Vt €] —n,0[, f(te; +xo) > f(x0)

ce qui est contredit le fait que f(zg) est le maximum de f sur U. D’ou zg € OU.

On a:VredU, f(x) < f(xg) et xg € OU donc f(zg) = ng%%}f(a:) = sup f(z).
z xzedU
On en déduit donc que :

Ve e U, f(z) < f(xo) = sup f(y)
yeoU



car f(z) = f(x¢) = sup f(y) entraine que = € 9U.
yeU

Q23. Soit £ > 0. L’application x + [|z[|* est polyomiale donc de classe C> sur R,
donc g, est de classe C° sur U et de classe C? sur U car f 1'est.
D’autre part

VeeU, Ag.(x)= Af(zx) +42e=2>0

——
=0 car feH(U)

Q24. g. vérifie les conditions de I11.A donc

Ve e U, go(z) < sup ge(y)
yeoU

donc

Ve e U, f(x)+e|z|* < sup f(y) + e sup ||yl
yeolU yeoU

Ceci pour tout € > 0.
Le passage a la limite ( en fixant © € U ) lorsque ¢ tend vers zéro entraine

Vee U, f(z) < sup f(y)
yeoU

Q25. On pose f = f; — fo.
Les fonctions f et —f vérifiant les conditions de Q23. et Q24. avec

sup f(y) = sup (= f)(y) =0

yeolU yeolU
D’ou
VeeU, f(r)<0et — f(z) <0
Q26. Soit (xg,y0) € D(0,R) et p = ||(xo,y0)||. on prend r €]p, R[ ,

I=]— /12— g3, /12— 2] et u,(x) = an(x +iyo)" , v €1, n €N,
Les u, sont de C* sur R. La série Zun converge simplement sur I et Z ul,
neN neN*

converge normalement ( puis uniformément ) sur I car

Veel, VneN, |u,(z)| < nla,)r™! et Z nla,|r"~! converge
neN*

+00 ! +00
D’ou 5 u,, est de classe C! sur I (en particulier en xq) avec ( E un) = E ul,
n=1

neN
autrement dit % existe et continue en (g, yo) avec

n=0

O () =3 man(a + i)™ (4
8x 0, Y0 ra n 0 0



De méme fagon, on montre que g—i existe et continue en (g, yo) avec

of Ry
_8y (20, v0) = E inan (o +i90)n_1 (%)
n=1

Les égalités (%) et (*x) sont valables pour tout (xo,y0) € D(0, R) donc f est de
classe C' sur D(0, R) et les dérivées partielles sont aussi développables en série
entiére sur D(0, R), par suite % et giy]; existent avec ¥(x,y) € D(0, R),

G (o) = Do nln=Dau(r i) et Fa(ry) = =3 nln—1an(e+iy)
n=2 n=2

D’ou f est harmonique sur D(0, R) ( la définition d’une fonction harmonique reste
la méme pour une fonction a valeurs complexes ) .
Q27. D’aprés la question précédente, f est harmonique sur D(0, R), donc

V(z,y) € D(0O,R), 0=Af(x,y) = Au(z,y) + iAv(z,y)

donc V(z,y) € D(0,R) , Au(z,y) = Av(z,y) =0, d’ott u et v sont harmoniques
sur D(0, R).
Q28. Posons ¢ = % Sur D(0, R), on a

of ;91

9o _ —or _ "oy :Z,a_go
x  _J? J? dy
—_———

fdeCl et D.ES.E.

D’ou ¢ est D.E.S.E sur D(0, R).
Q29. Aprés calcul, on trouve :

Oudv  Oudv
A = (A A 2| —— 4+ =——
(uv) = (Au)v + u(Av) + (&B o + 3y (9y)
Par le résultat admis, on a g—i = i%, donc

ou_o ou_ o
or oy = oy Oz

donc  A(uwv) =0 sur D(0, R), d’ott I'harmonicité de uv sur D(0, R).
Q30. Par théoréme de Schwartz et harmonicité de g, on a

Oh o9 g g .y

Or  Ox?

Z@x@y - o2 Zayam
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par suite,
oh  *g 9% 8h
8y oydr o2 'or
d’ou h est D.E.S.E. sur D(0, R).
Q31. Supposons que g est harmonique sur D(0, R). Par Q30., h est D.E.S.E. sur
D(0, R) de sorte que

V(z,y) € D(0, R) Zan x +ay)"

On sait que R, <E lenJrl) = R, (E anz"> > R, donc on définit la
n
n>0

n>0
fonction H par

V(z,y) € D(0,R) , H(z, 9(0,0) +Z x+zy”+1
et considére U = Re(H) et V =Im(H). On a :
ou oV 0H
a_x(xvy) + Z%(xﬂy) - a_x(x7y)
+o0
n=0
= hl(z,y)
g g

= (%( ) —ia—y(%y)

ou

donc S U —
I y

= 89 . De méme, on montre que 5= = g—z et on en déduit que
V(z,y) € D(0,R) , Ulz,y) = g(x,y) + cte

puisque U(0,0) = ¢(0,0) alors cte = 0 puis g = Re(H).
Q32. Soit r €]0, R[. Pour tout t € [0,27] , |a,(rcost + irsint)"| < |a,|r"™ et

E a,r" C.A. donc g a,r™e™ converge normalement puis uniformément sur
n>0 n>0
[0, 27], ce qui permet de permuter les signes [ et Y et avoir :

21 +00 21
/ f(reost, rsint)dt =) an/ emdt = 2mag = 21 f(0,0)
0 - 0

:27"50,n



Le cas r = 0 est trivial.
Q33. Soit g € H(D(0, R)). Par Q31., il existe H D.E.S.E. telle que g = Re(H).
On a:

2 2
27g(0,0) = Re(2rH(0,0)) = Re ( H(rcost,rsin t)dt) = / g(rcost,rsint)dt
0 0

Q34. Soit r €]0, R[. La fonction ¢ — f(rcost,rsint) est continue sur le seg-

ment [0, 27] donc bornée, par périodicité, on a M := sup |f(rcost,rsint)| =
te[0,27]

sup | f(r cost, rsint)|. Par 'inégalité triangulaire, on a
teR

27 27 2T
27 £(0,0)] = |/ F(rcost, rsint)d| g/ |F(r cost, rsint)|dt < M/ dt = 22 M
0 0 0

Q35. Le résultat et la maniéres sont analogues.
Q36. Supposons que |f| admet un maximum en (0,0). Pour tout r €]0, R[, on a :

/Oﬂ(|f(0,0)|—]f(rcost,rsint)|)dt _ 27r]f(0,0)\—/Ow\f(rcost,rsintﬂdt

2
< 27|f(0,0)] — | f(rcost,rsint)dt| =0
0

La fonction t — |f(0,0)| — |f(r cost,rsint)| est continue positive, d’intégrale nulle
sur [0, 27], donc elle est nulle sur [0, 27], et on a :

Vt € [0,27], |f(rcost,rsint)| =|f(0,0)|

Ceci est pour tout 7 €]0, B[, donc | f| est constante sur D(0, R) puis | f|> = u?® +v?
I’est aussi. Puisque u et v sont harmoniques, alors

0 = A(fP)
= Auw?) +A?)

2 (uw(Au) + v(Av) + || Vul]? + | Vol?)
2 (Vul* + [[Vol?)

D’ott Vu et Vo sont nuls sur le connexe par arcs D(0, R), ce qui donne que u et v
sont constantes puis f est constante.

Q37. Soit P =ap+ a1 X + ... +a, X" € C[X] tel que n > 1 et P(z) # 0 pour tout
z e C.

On a : Hhm |P(2)] = hm lan]|z]"
Jr

de la limite, il existe A > 0 Verlﬁant

|z| > A = [|P(z)| > |P(0)]+ 1> |P(0)]

= 400, par définition
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Par continuité de P sur le compact D(0, A), il existe zy = 2 + iy tel que
(z0,90) €ER? | |20| < Aet V2 € D(0,A), |P(2)| < |P(2)|

On pose :
1

P(»’U0+95,yo+z)

On a (z,y) — P(zo + z,y0 + y) est D.E.S.E et ne s’annule pas sur D(0,1) (par
exemple), donc F' 'est aussi ( par Q28. ).
D’autre part, pour tout z € C | leﬂ < m, donc |F| admet un maximum en
(0,0), donc F' est constante sur D(0,1) ( par Q36. ).

P est constant sur D(z, 1), donc P — P(zy) admet une infinité de zéros puis il est
nul, d’ott P = P(z), ce qui est absurde.

Q38. Soient |z| <lette€R. Ona:

F(%,y): , (-T,Q)GRQ

eit + z 2€lt 1
et — z et — z
2
1 — ze it

+oo
= —1+4+2 Z(ze‘“)”
n=0
~+00 ‘
= 1+ Z 2"
n=1
Soient z € D(0,1) et r = |z|. Pour tout ¢ € [0, 27|
+00 A
h(t)P(t,z) = h(t) + Y 2h(t)e 2"
n=1

Cette série converge normalement puis uniformément sur [0, 27| car h est bornée
+oo

(continue sur un segment ) et g r" converge, donc

n=0

o) = % < /0 )t +§ (2 /0 " h(t)e—mtdt) z")

D’ou
V(z,y) € D(0,1), g(z+iy) = % (/0 ’ h(t)dt + Z (2/0 Wh(t)e_mtdt) (x + zy)")
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+00
Q39. Soit |z] < 1. En utilisant la convergence uniforme de la série 1+ Z 2e "

n=1

sur [0, 27| et que Vn € N* | 027r e~ dt = 0, on obtient :

1 21 1 21 +00 ‘

— P(t,z)dt = — Re |1 2e~" " | dt
o (t,2) o /0 ell+ nz:l e "z

0
1 2T +00 ]
— . 1 92 —int _n
Re 27T/O ( +,§_1 e dt

Q40. Pour tout z € D(0,1), la fonction ¢ — h(t)P(t, z)dt est 2mr—périodique, le
changement de variable s =t — ¢ nous donne 1’égalité voulue.

Q41.On a :

et + ret? 2 | ot 1 1 —rcos(@ —t) +irsin(d —t)

: = : —1e . =
et —re? 1 —reid=t) 1—ret@1 (1 —rcos(f —t))2 +r2sin®(0 — t)
donc

it i0
P(t,re”) = Re (ﬂ>

cit _ peid
B 2 — 2rcos(f —t) 1
(1 —rcos(d —t))2 + r2sin?(0 — t)
2 —2rcos(f —t)
1 —2rcos(f —t) 4 r?
1—r?
1 —2rcos(t — ) 4 r?

Q42. On prend § €]0,7[. En faisant le changement de variable s = t — ¢, on
obtient :

p—0+2m 1 — 2 2m—48 1 — 2
/ S dt :/ Sds
ot 1 —2rcos(t—0)+r 5 1—2rcos(s+p—0)+r
On suppose que |p — 0| < g. On a pour tout s € [d, 27 — 4],

1—1r2 1—172

0< < -
1 —2rcos(s+@—0)+7r? = 1—2rcos(§) + 12
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d’ou

p—0+27 2 _ 2
0< / 1—r dt < 2(m 5)(16 %)
o6 1 —2rcos(t—0)+r2 1 —2rcos(g) + 12

Par théoréme de gendarmes, on obtient la limite cherchée. Q43. La formule de
Q40. nous donne que

Vte R, Vze€ D(0,1), P(t,z) >0

On fixe p € R, z € D(0,1) et € > 0. La fonction h est continue sur [¢ — 7, ¢ + 7]
elle est donc uniformément continue par théoréme de Heine, donc, il existe ¢ €]0, 7|
tel que

t—pl<d = [|h(t) —h(p)| <e

D’aprés Q39. et Q40., on a :

1 p—0+27
9(2) = (@)l = 5| (h(t) = h())P(t, z)dt|
p—0
1 p—0+27
< — |h(t) = h(p)|P(t, z)dt
2w =0
1 p+0 1 p—0+27
= o [ - nIPEad o [T - hIP 2
27 p—0 2m p+d
e p+6 p—0+42m
< — P(t,z)dt + — h(t)| 4+ |h(@)|)P(t, z)dt
), (t.2)dt + o s (IR + [R())P(E, 2)
e p—0+2m sSup |h| p—0+27
< = P(t,z)dt + / P(t,z)dt
2m p—0 n o434
sup|h| p—06+2m
= e+ = / P(t, z)dt
T p+d

Q44. e Montrons tout d’abord 1'unicité de la solution du probléme de Dirichlet :
Si fi et fy sont deux solutions du probléme de Dirichlet. D’aprés Q25., comme f;
et fy sont continues sur D(0,1), de classe C? et harmoniques sur D(0, 1) et égales
sur 9(D(0,1)) alors elles sont égales sur D(0,1).

e On pose

[ glz+iy) si (x,y) € D(0,1)
fz,y) —{ I h(t)y si (x,y)y: (cost,sint)

La fonction f est de classe C? et harmonique sur D(0,1) ( par Q38. ), il reste a
vérifie sa continuité en tout point (cos ¢, sin ) de 9(D(0,1)).
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Soit p € R et ¢ > 0, d’aprés Q43., il existe ¢ €]0, 7] tel que V(z,y) € D(0,1)

S%pW or2m—6
|f(z,y) — f(cosp,sinp)| = |g(z +1iy) — h(p)| < - /5 P(t,x+iy)dt+¢
o+

Le premier terme du second membre, tend vers 0 lorsque (z, y) tend vers (cos ¢, sin ¢),
donc il existe a > 0 vérifiant

sup |h|

p+2m—0
V(z,y) € D(0,1), ||(z,y)—(cosp,sinp)|| < a = / P(t,x+iy)dt < e
p+0

™

La continuité de h en ¢ entraine qu’il existe o’ €]0, 7| vérifiant :
VEeER, [t—p|<a = [h(t)—h(p)| < 2¢

Maintenant, on pose v = min(c, 2y/1 — cosa’) > 0 et on prend (x,y) € D(0,1) tel
que ||(z,y) — (cos @, sinp)|| < v, alors ou bien ||(z,y)|| < 1, et dans ce cas,

|f(2,y) — f(cos,sin )| < 2¢

ou bien ||(z,y)|| = 1 et dans ce cas, il existe t € [p — 7, + 7] tel que (z,y) =
(cost,sint). On a 24/1 — cos(t — ) = ||(z,y) — (cos ¢, sin ) < v donc

— — — /
cos(|t — ¢|) = cos(t — ) > cos(_a' )
€[0,7] S

Par stricte décroissance de cos sur [0, 7], on obtient |t — ¢| < ' puis
|[F(z,y) = flcos(p),sin(p))| = |h(t) = h(p)| < 2¢
donc pour tout (z,y) € D(0,1) tel que ||(z,y) — (cos @, sinp)| < 7, on a :
|f(z,y) = fcos(p),sin(p))] < 2¢
d’ott la continuité de f en (cos ¢, sin p).

Pour vos remarques, contactez moi sur "taoufiki-maths@hotmail.fr
Je publie mes propositions seulement sur https ://concours-maths-cpge.fr/

ou sur taoufiki.jimdo.com pour pouvoir mettre a jour
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