EXERCICES

MP

Espaces préhilbertiens réels

Exercice 1

1) Soit n € N. Considérons l'application ® définie par :
VP,Q € Ry[X], ®(P.Q) =Y P(k)Q(k)
k=0

Montrer que ® est un produit scalaire sur R, [X].

2) E=C([-1,1],R). Considérons I'application ¥ définie par :

Vg€ B U(f,g) = / a1 )

Montrer que ¥ est un produit scalaire sur E.

Exercice 2

R* est muni de sa structure euclidienne canonique.

Notons e; = (1,0,1,0),e2 = (1,—1,1,—1) et F' = vect(ey, e2)
1) Déterminer une base orthonormale de F.

2) Déterminer d(z, F), on x = (1,1,1,1)

Exercice 3

On considére 'application définie sur M, (R)? par :

(A|B) = tr(*A.B)

1) Montrer que cette application est un produit scalaire pour lequel la base

canonique est orthonormée. On note ||.|| la norme associée.

2) Montrer que
VA € Mp(R), [tr(A)| < v/nl|A|

3) Quel 'orthogonal de S, I'espace des matrices symétriques ?

4) En déduire

infmges | D (A —mij)?

1<i j<n

A = (A;j) € M,(R) étant une matrice fixée.

Exercice 4

Calculer le minimum de la fonction f : R? —+ R définie par

+oo
f(a,b,c) = / (23 + az? + bx + ¢)%e %dx
0
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Exercice 5

E = R3 est muni du produit scalaire usuel. Q est le plan d’équation carté-
sienne

Q:zrz—-y+2z=0
1) Déterminer I'expression analytique de la projection orthogonale sur Q.

2) Calculer d(A4,Q), ou A = (—1,2,1)

Exercice 6

(E, < |- >) un espace euclidien.

1) a un vecteur non nul de E et D = vect(a).
Expliciter Pp(x), la projection orthogonale de x sur D.

2) Soit H I'hyperplan orthogonal au vecteur a.
Expliciter Py (x).

3) E = R3 est muni du produit scalaire usuel. P est le plan d’équation
cartésienne P: z —y+ 2 =0.
Déterminer 'expression analytique de la projection orthogonale sur P.
Comparer avec le résultat trouvé dans : Exercice 5. 1)

Exercice 7

M>(R) est muni du produit scalaire : (A|B) = tr(*A.B)
H={M € My(R)/tr(M) =0} . F = { b > /(a,b) G]Rz} .

a
11
=(1)
1) a) Justifier que H est un hyperplan de M>(R)
b) Déterminer d(A, H).

2) a) Justifier que F est un sous-espace vectoriel de M2(R) et en déterminer
une base.

b) Déterminer une base de F*

¢) Déterminer la projection orthogonale de A sur F*-

Exercice 8

E espace euclidien. Soit f un endomorphisme orthogonal sur E.
Montrer que I'orthogonal d’un sous-espace stable par f est aussi stable par f.

Exercice 9

E espace euclidien. Soit f un endomorphisme symétrique sur E ; cad vérifiant :

Vr,y € B, < f(o)ly >=<z[f(y) >
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1) Montrer que l'orthogonal d’'un sous-espace stable par f est aussi stable
par f.

2) Montrer que Im(f) et ker(f) sont supplémentaires orthogonaux

FE un R-espace vectoriel de dimension finie n > 2. Soit f un endomorphisme
de E. Montrer qu’il existe une droite ou plan stable par f.

Soit A € M,(R).
1) Montrer que ker(A) = ker(tA.A)
2) En déduire que :
a) 1g(A) =rg(*tA.A) = rg(AlA)
b) Im(A) = Im(A.tA)

Mp1(R) est muni de sa structure euclidienne canonique, et ||.|| la norme
associée.

Soit A € M, (R) telle que
VX € My (R), [|AX]] = [|X]]

1) Montrer que
VX € Mo (R),|['A.X]| = |1 X]]
Indice : Vous pouvez utiliser 'inégalité de Cauchy-Schwarz
2) En déduire que
VX eEM,1(R), AX=X& "AX=X

3) Montrer que ker(A — I,) et Im(A — I,,) sont deux sous-espaces supplé-
mentaires de M, (R)

FE un espace euclidien et a et b deux vecteurs unitaires.
Soit f I'endomorphisme de E défini par : f(z) =z— < alx > b

1) Montrer que
<alb>=1<a=0b

2) Montrer que
f est inversible < a # b

3) Déterminer f~! quand c’est possible
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Considérons l'espace euclidien R? canoniquement orienté (cad que sa base
canonique est une bond )

Soit f I’'endomorphisme de R? défini par f(z,y,2) = z,z,y).

Montrer que f est une rotaion et préciser ses éléments caractéristiques.

E espace euclidien orienté de dimension 3. Soit B une bond de F.

Soit f 'endomorphisme de E tel que matp(f) = A.

Dans chacun des cas suivants, déterminer la nature de f et préciser ses élé-
ments caractéristiques :

3 1 V6

1) A=1 1 3 -6
-6 V6 2
2 2 1

2) A=111 -2 2
2 -1 -2

Soit E un espace euclidien et f un endomorphisme symétrique sur F.
1) Montrer que

Vre E,< f(x)lz>=0)< f=0
2) On pose M = supyeg,(5)(|Al). Montrer que

Vo e B, [[f(x)]| = M|«

Soit A € O, (R). Montrer que
1) A est diagonalisable dans R < A? = I,
2) A est diagonalisable dans C

Soit A € O,(R). Soit A une valeur propre complexe de A.
Soit X € M, 1(C)|{0} tel que AX = AX.

Montrer que |A\| = 1.

Indice : vous pouvez calculer de deux fagons '(AX).(AX)

FE un espace euclidien et f un endomorphisme symétrique de F.
Montrer que
(f —idg)> =0< f=idg
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Exercice 20
E un espace euclidien et f et g deux endomorphismes symétriques de F.

: fg=gf < fg est symétrique
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Exercice 21
FE un espace euclidien de dimension n > 2 et a un vecteur unitaire de E. Soit
k € R*. Soit f I’endomorphisme de E défini par f(z) =z + k < x|a > a.

1) Montrer que f est un endomorphisme symétrique de E

2) Etudier les valeurs propres et les sous-espaces propres de E.

Exercice 22
Soit A € M,(R).

1) Dites pourquoi la matrice ‘A.A est diagonalisable.

=

2) Montrer que les valeurs propres de *A.A sont réelles positives.

Exercice 23
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Exercice 24
»(R) une matrice nilpotente vérifiant ‘A.A = A.'A.

1) Montrer que ‘A.A =0
2) En déduire que A =0
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Exercice 25

Soit A € M, (R). On pose B = 3(*A+ A).

On note « la plus petite valeur propre de B et § la plus grande.
1) Soit X € M, 1(R). Comparer ' X.A.X et 'X.B.X

2) Montrer que

VX € M,1(R), o 'X.X < 'X.AX <B'X.X

3) En déduire que Sy,(A) C [a, f]

Exercice 26
Soit A = (a;;) une matrice symétrique de M, (RR).
1) Justififer que Sp(A) # 0

2) On note « la plus petite valeur propre de A et § la plus grande.
Montrer que

Vi<i=<n, a=ay;=<p
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