Polynbmes de Bernstein

Soit n un entier naturel. On nol{h,n]] ’ensemble des entiers allant de h a
On appelle polyndmes de Bernstein de degrkes polyndmes réels:

Bn,k = [Z]Xk - X)n_k aveck e {0,1,. .. ,n}

Dans tout le probleme, on identifie polynéme etct@n polynomiale associée.

Partie | : Polyndbmes de Bernstein
1. Représenter sur un méme graphique les fonctiensB;, (z) pourk=0,1,2,3etz e [0]] .

2.a  Calculery B, , . En déduire que pour toute 0,1, 0< B, , (z)<1.
k=0

2b  Calculer kB, , S k(k—DB,, puis S KB, .
k=0 k=0 k=0

/

3. Exprimer B, , en fonction deB etB,_,, pourn>1.

n—1k—1

4. Etablir que la famillgB, ,),.,., est une base d&  [X].

5. PourP €R [X], on poseB(P)= iP{E]BM :
k=0

n
5.a  Montrer queB est un endomorphisme de, [X].

5.b  Déterminer le noyau dB . Qu'en déduit-on ?

Partie Il : Théoreme de Weierstrass

Soit f:[O,]} — R continue. Pour tout € N, on poseP, la fonction définie par P, (z) = Zf[E]BM(a:) .
=0 \T

1. CalculerP, (z) lorsquef(z) =1, f(z) == et f(z) =2°.

Vérifier qu'a chaque fois?, (z) f(z) pour toutz €[0,1.

n—+00

2. On se propose de généraliser le résultat cudems cas générdl: [0]] — R continue.

" 2
2.a CalcuIerZ{m—E] B, .(z).
k=0 n '

2b  Soitz€[0,] ete>0. Lafonction f étant continue en :

Ja>0,Vt€(0,] : [z—t <a=|f(z)— ft)| <e/2.

On poseA—{kG[[O,n]]/x£<a} etB—{kG[[O,n]]/xﬁza}.
n n
z(l—1) 1
Montrer que) B  (z)< <—.
q ; ”"A(w)f na®  ~ dna’

2.c  Endéduire quiP, (z) — f(z)| S%Jr M

M= .
g 20N =l

Conclure queP, (z) converge versf(z) quandn — +oo

3.a  Etablir queP/(z) = ni[f[k—ﬂ] - f[ﬁ]]B,,_m (z).

k=0

3.b  Endéduire que gi est croissante smjt),]] , alors pour toutr € N, P, est croissante SL@O,]} .






