EXERCICES MP

Intégrales dépendant d’un
parameétre

Exercice 1

Notons f,(z) = 2™(1 — /x), et ce pour tout n € N et xz € [0,4o0].

1) Montrer que
1 1,
n(x)dr = d
P R

n=1

2) En déduire la somme

Exercice 2

Soit a > 0. Montrer que

1 1 +00 (=1)"
1 dr =
)/0 1+ 2 v Zna—l—l

n=0
1 ,.a—1 too n
x (-1)
9) [ I _dp=3 L
) /0 1+ " Z +a
n=0

Exercice 3

Considérons la fonction f : [0, +00[— R définie par

1 o—a(1+t?)

Va € [0, 400, f(x) —/0 Wdt

1) Montrer que f est dérivable sur [0, +oo[ et exprimer f’(z).
2) Calculer f(0) et :cgl—il-loo f(z).

3) Considérons la fonction g définie sur RY par g(z) = f(2?).
Montrer que

@ 2
Vo € [0, +o0], g(z)+ (/ e_tZdt> = %
0
4) Déduire que ce qui précéde l'intégrale de Gauss

+oo
/ e Pdt = ﬁ
0 2

Pr.ELAMIRI 1/3 www.lamateacher.org



EXERCICES MP

Exercice 4

Considérons la fonction F': [0, +o0o[— R définie par

400 _
Flz) = ot ﬂdt
0 t2

1) Montrer que F' est définie et continue sur [0, +oo[ et que lirf F(z)=0
T—r+00

2) Montrer que F est deux fois dérivable sur ]0, +oo] et calculer F”(z).

sin(?) i@t

+o0o
3) En déduire la valeur de F'(0) puis celle de U'intégrale de Dirichlet /
0

Exercice 5

Considérons les fonctions f et g définies sur [0, 4o00[ par :

+o00 e~ +oo Sin(t)
= dt et = dt
fa = [ i@ = [0

1) Montrer que f et g € C%(]0, +oo[,R), et qu’elles vérifient 1'équation diffé-

rentielle
! ]‘
Yty =
T
2) Montrer que f et g sont continues en 0.

3) En déduire la valeur de U'intégrale de Dirichlet :

+00 o3
/ sin(t) g
o t 2

(Fonction gamma)

Considérons la fonction I' définie par

+oo
I(z) = / t* et dt
0

1) Montrer que I' est définie et continue sur |0, +o00].
2) Montrer que I est de classe C? sur |0, +o0.

3) Montrer que la fonction z — In(I'(z)) est convexe.
Indice : Vous pouvez utiliser l'inégalité de Cauchy-Schwarz

(Fonction gamma)

Considérons la fonction I' définie par

+oo
I'(z) = / t"le=t dt
0
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1) Déterminer le domaine de définition de la fonction I

n t n
/ et <1 — ) dt
0 n

t n
vVt >0, lim (1-) =e !

n—-+o0o

2) Calculer I'intégrale

3) i) Justifier que

ii) Montrer enfin que

nn!
li =T
n-s oo z(z+1)...(z+n) ()
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