Dérivation dans un anneau

Les parties | et Il sont totalement indépendantes.
Soit (4,+,%x) un anneau (qui n'est pas a priori supposé comifjutat

On note0 et 1 les éléments neutres additif et multiplicatif de

Une applications: A — A est appelée dérivation sur si et seulement si, pour touty € A on a les relations :
@ b(@+y)=0(x)+6(y)
(2) O(xy)=xb(y)+6(x)y

Partie | — Crochet de Lie et exemple de dérivation

Poura p€ A, on pos€a,b]=ab—ba.
1. Que vaufa,b] lorsquea etb commutent ?

2. On revient au cas général et on se danhg: dansA .

2.a  Former une relation liaf,b] et[b,a].
2.b  Etablir quga,b+c|]=l[a,b]+[a,c|.

2.c Justifier(a,[b,c]|+[b,[c.a]]+[c[a ] = O.
Cette derniére relation est connue sous le norufité de Jacobi.

3. Poura € A, on considérel, : A— A I'application définie paw, (z) = ax —za .
Montrer qued, est une dérivation suf .

Partie Il — Propriétés des dérivations

Soit § une dérivation quelconque sur.
1. En exploitant les relationd) et (2) calculeré(0) et 6(1).

2. Soitz un élément de I'anneafd, +,x) .
2.a  Exprimers(—z) en fonction def(z) .

2.b  Onsuppose que est inversible.
Exprimer §(z %) en fonction des(z) etdez .

On se donne: € N”.
3.a Soitz,,z,,...,z, une liste d’éléments dd .
Exprimer §(z,z,..z, ) en fonction des;, et desé(z,) .

3.b  Soitz € A. Exprimeré(z") .
Que devient cette formule si et 6(z) commutent ?

4, Soit C; :{meAlé(m)zo}.
4.a  Montrer quel; est un sous-anneau @é,+,x).

4.b  Montrer que, s{4,+,x) est un corps, alor€; est un sous-corps del,+,x).

Partie Il — Manipulation de dérivations

1. Dans cette questiof),6, désignent deux dérivations sdr.
l.a Pensez-vous que I'applicatiopt 6, est une dérivation ?

1.b  Pensez-vous que 'applicatidfo 6, est une dérivation ?



1l.c

2.a
2.b

On notelé,,8,| = 6,06,— 6,08,

Montrer que(é,,8,| est une dérivation sud .

Soit§ une dérivation sud et a,b deux éléments dd .
Montrer quéé,d, | = d;,, -

Montrer qued, d,|=d, .



