Définitions et notations : Dams feuk ce mgﬂé/me, E esk um K - ev de dimemaion n > 1.
Lapplication identits de E sena molée Id, [emsemble des emdomonphismes de E est mots
L(E).
M, (K) désigne Ueapace vetoniel des malrices cannées de kaille n. Lo tnace d'ume mabnice
A€ M, (K), esk o somme des coe%u:mmhs diogemaucc de AOn la mote Tr(A4).
Joun tout endomonphisme f de E, om motena fO=1Id, ef poun touk ke N, f**1=fiof =
fof*. On motena aussi Ker(f) le noyau de f, Im(f) ﬂ'immﬂe de f.
Un sous eapace F de E est dit stalle pan f ai poun tout z€ E om a f(z) e F .
Partie I : Préliminaire

1. Bt A, B e M.(K).

() ‘ﬁm&m que Tr(AB) = Tr(BA).

(B) Deduine que ai A ek B sont semblalles dams M, (K), alons Tr(4) = Tr(B).
Nbtons alons que poun tout emdomonphiame f de E, la trace d'ume malnice
AdefmdéruaﬁwdeﬂaﬂauMMde#/rdwgzM&fm
Tr(f) = Tr(A).

2. Soient f.g € L(E). tels que g eatpnaubg et a € K. lbmbxmqmﬂaaaﬂte f+ag=
97" o fog esk impoasible. (On pourna utiisen la brace).
3. %it ue L(E) et keN.

(a) cﬁeruBAen que Ker(u*) C Ker(u**").

(B) doontnen que ai Ker(u*) = Ker(u**') alow Ker(u*) = Ker(u**?) poun touk peN.

(c) Deduine que ai Ker(ut*') # Ker(u**?) alons Ker(u*) # Ker(u**!).

(d) doonbrer. que si Ker(u*) # Ker(u**') alons dim(Ker(u**')) > k+1.

(e) Deduine que Ker(u") = Ker(u™*') et que E = Ker(u") & Im(u").
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Dans la suite du probléme, on dit qu'un couple (u. v) d’endomorphismes de E vérifie la
propriété (P) si: uov—vou=u.
Partie II : Etude d’un exemple

g)mwcd‘.tefanheE=R3elBu=(e,.ez,e;,)Qapywcmmquedeﬂd:uQ'emdomybp.Rj.Mne
&Edmtﬂammbmwn&mq;mnyntmmaéeat

-1 -1 -1
A=1 0 -1 -1
1 2 2
1. Datermimer. (em juskiiant) le namg de u et wne base de chacum des sous espaces

Im(u) ek Ker(u).

2. Caleulen A* poun tout embien k e N-.

3. dbenbren que B = (e, u(ey), u?(e;)) eak ume basre de E. Dommen o matnice de u dams
cette base.

b. %ot v um endomorphisme de E.

(o.) }mb.ge}\ Uexciatemce de brois néels ag.ay. as Lells que v(ey) = age, + ayu(e;) + au*(ey).
(Q)me\bm que Qeww[\pz (u,v) 'uém.Frte la /[\rw[mxété (P) ai, ek senfement Al, la

mabnice de v dams B eal :
i 0 0

a -1 0
& o ag=2
(c) Soit vy Lemdomonphiame dont la mabrice dams B eak D = diag(0,~1,~2).
Cﬁwﬂmwﬂewﬁe(uan)wug«eﬂamme& (P).
(d) Moontren que (u.v) ua‘u.Bu la propniéte (P) ai, ek seulement ai, v—v, € Vect(Id,u,u?).
Partie III : Cas général

Notons C, ={ve L(E) |/ uov=vou} et P,={veL(E) / (u.v)uéni.gie la preicte(P)}.
On Auppose désorvmain que P, esk mom wide.
1.%& veP..
(a) doontren que u weak pas Bijectf et que sa brace eat mulle.
(B) Joomtnen que poun tout embien matunel k, om a : utov—vout = kut
Om admet que u" =0 ek om Aupese dams touke la auite que dim(Ker(u)) =
2. Moomtren que poun tout k € {0, .} dim(Ker(u*)) = k.
(Indication : Femsen a la neabniction de u auwn Im(ut))
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3 }mhgwlﬂm.al’zmce d'um vecteun e ¢ Ker(u" '), ek mombnen que B, = (e, u(e),- -- ,u1(e))
ebtumeﬂaudeE.mymmﬂamntmcedgudmec

b %ot w um endomonphisme de £ dont lo mabnice dams B, est de la forme D =
diag(ag, -+ ,0p,_1).

CEnnwuenunmcomdihmméwMaimdiAu%iaamhmqamwePu.

Poitwom&ndmmwmuddmwmﬂahgﬂpnmdmmao=0.

5. On Auese maimbemamk que weC,.
(a.) Cﬁémgtm Gue Im(w) ek Ker(w) aonk aballes 1 u.
(Il) c.w)omb\en.qlm w € Cu, Jr\m.m.liout ke N.
(c) JuAhEtm qu'& existe n acalaines g, -+, Qyy l’eﬂoque w(e) =
Datermimen. alos les images pan w des elements de o bose B..
(d) En déduine que C, = Vect(ld,u, - u"").
(e) Decrine les dlements de P, em fonction de wy et des elements de C,.

n—

a;..u"(e).

>
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