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Exercice

1. a) On vérifie que : PQ = 4I3.
1
b) Donc P71 = EQ'
2.a) Ona Au=udonca=1.

b) On a Av =2v et Aw =2w donc f=2.
c) Ona Sp(A4) = {1,2},dim E1(A) = 1 et dim F2(A) = 2, donc E;(A)® E2(A) = R3 par suite A est diagonalisable

. P est la matrice de passage de la base canonique vers la base des vecteurs propres .
Soit D = diag(1,2,2) , on a alors A = PDP~1.

3. a) C’est vrai pour 1, supposons le pour n , alors
At = 44"
= (PDPfl) (PD”Pil)
= (pPD"'pP
d’ott le résultat pour n + 1 . D’oll pour tout entier n, A™ = PD"P~1.
b) On a D™ = diag(1,2™,2") .

. 2"+1 1-2" 2" —1
c) Apres calcul on trouve A™ = 5 2 — ontl 2 2ntl — 2

1-27 1-2" 3x2"—-1

Probléme.

Partie 1: Noyaux itérés

Soit f € L(F), on note pour tout entier naturel k, N}, = Ker (fk) et 7, = Im (fk)

1. Le noyau etl’image d’une application linéaire sont des sous-espaces vectoriels.

e Soit k € Net z € Vi Ona f* () = f(f*(z)) = f(0) =0 donc x € Njiy. Dot .

e Soit y € Ty 1. Il existe x € E tel que y = f*+1(2) . Pour a = f(z) € E on a alors f*(a) = f**!(2) =y et donc
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2. Soit k € N . Ny C Np41 implique dim N, < dim Ny4; donc la suite (dim Ny ), oy est croissante.

e Comme (dimN) ren €st une suite d’entiers naturels croissante et majorée par n, celle-ci est nécessairement
constante & partir d’'un certain rang kg < n .
e Soit A = {k € [0;n] | dimN; = dimNy,1}. A est une partie non vide de N donc elle posséde un plus petit

élément q.

Ona N, C Ngpq et g € A done dim N, = dim N4 par suite .
3. OnaZ 4y C Iy et dim Z, = n —dim N, =n —dim Ny 4 = dim Z,44 donc .

4. Soit zx € N'yN T, llexistea € E tel que z = f %a)et f%z) =0donc fiT(a) =0 dota€eN 1= Ny
par suite z = f 9(a) =0. Ainsi N ;N Z , = {0}. De plus, par le théoréme du rang : dim N y+dim Z ; = dim F
donc’ Nqgo quE‘.

5. Pour tout entier naturel k, Z; est un sous espace stable de E soit ¢y = f|I,c € L(Zy).

a) Le théoréme du rang donne dim 7 = dim Ker (@) + dim Im (¢%) -
On a:
o Im (pr) = o(Z) = f(Zr) = L1

o Ker(pp) ={z €Z; | pp(x) =0} ={x € Z; | f(x) =0} donc Ker (¢) = I N Ker (f) .
Ainsi dim 7y, = dim (Z N Ker (f)) + dim Zy 11 qui s’écrit ’ dimZy, — dimZy 11 = dim (Zy, N Ker (f)) ‘

b) Par le théoréme du rang on a
(n— dimAN) — (n — dim Ny41) = dim N1 — dim N, = dim (T NKer (f))

On sait que Zy 11 C Zy, donc dim (Zy4+1 N Ker (f)) < dim (Z N Ker (f)) , par suite on a

dime+2 — dime+1 S dime+1 — dime}

Donc la suite (dim N1 — dim N} ), oy est décroissante.

Partie 2 : Les endomorphismes nilpotents de rang n — 1

Soit U une matrice de M,,(C), de rang n — 1. On note u ’endomorphisme de E canoniquement associé a U.
1. Soient 7 et s deux entiers naturels et v la restriction de «® a Im (u").
a) On a Im(v) = v(Im (u")) = v®*(Im (u")) = Im (ust").
b) On a Ker(v) = Im (u") N Ker (u®) C Ker (u*).
¢) De la question a) on a dim(Im(v)) = dim Im(u**") , le théoréme du rang donne :
dim Im(u**") 4+ dim Ker(u**") = n et dim Im(v) + dim Ker(v) = dim Im(u")

donc
n — dim Ker(u*™") = dim Im(u") — dim Ker(v)

comme dim Im(u") = n— dim (Ker (u")) alors

dim Ker(u*™") = dim (Ker (u")) + dim Ker(v)

Ker(v) C Ker (u®) donc dim Ker(v) < dim Ker (v*) ainsi ‘ dim (Ker (u"%)) < dim (Ker (u")) + dim (Ker (u®)) ‘




d) On prouve le résultat demandé par récurrence sur i.
o Initialisation : le résultat est vrai pour ¢ =1 car v est de rang n — 1 et donc dim(Ker(u)) =1 .
e Hérédité : soit i € [0;n — 1] tel que le résultat soit vrai jusqu’au rang i.

La question précédente indique que
dim(Ker(u""1)) < dim(Ker(u)) + dim(Ker(u))
Comme u est de rang n — 1 alors Ker(u) est de dimension let 'hypothése de récurrence donne
dim(Ker(u™)) <i+1

ce qui prouve le résultat au rang ¢ + 1.

Si¢>n+1 le résultat est évident . Ainsi pour tout ¢ dans N , ‘dim(Ker(ui)) <i ‘ .

2.a) OnaU" =0, donc u™ =0 et u* =0 Vi > n par suite dim(Ker(u%)) =n Vi > n.

On prouve le résultat demandé par récurrence sur .
e Initialisation : le résultat est vrai pour i =1 .
e Hérédité : soit i € [0;n — 1] tel que le résultat soit vrai jusqu’au rang i.

D’apres la partie 1 la suite (dim(Ker(u)));en est croissante , donc
i = dim(Ker(u')) < dim(Ker(ut)) <i41
Si dim(Ker(u™!)) < i + 1 alors forcement
dim(Ker(u")) = dim(Ker(u'*'))

par suite Ker(u®) = Ker(u*!) .
Remarquons que si z € Ker(u'*?) alors u(x) € Ker(u*1) = Ker(u') et u*!(x) =0 donc
x € Ker(u't!) | ainsi Ker(uit2) C Ker(u't!) d’ou Ker(u'*?) = Ker(u'*!) .
Par récurrence on a donc Ker(u') = Ker(u'*!) = ... = Ker(u") = F ce qui est absurde .
Donc dim(Ker(u'™1)) =i+ 1. D’ou le résultat pour i + 1.
Ainsi on a Vi € [0;n], ‘dim(Ker(ui)) = z‘ .

b) Soit i dans [0;n — 1], on a dim(Ker(u')) =4 , donc u® # 0 .

Ainsi on a ©™ = 0 et pour tout i < n — 1 u’ # 0 donc l'indice de nilpotence de u est égal & n.

c) On a u"~1 #0, il existe donc e € E\ {0} tel que u"~1(e) # 0.

Montrons que (e, u(e),...,u" " 1(e)) est libre. Pour cela, on suppose que

age + aqule) + -+ + an_lunfl(e) =0

n—1

En composant par "™, on a alors

aou™t(e) + aru(e) + -+ ap_ 1wt (e) = 0

Puisque u* = 0 pour tout k > n alors apu™!(e) = 0 ainsi ag = 0.

A chaque fois on compose par u”~2, 4™ "3, ...,u , on obtient par un processus récurrent
a) =ag) = ... = ap_1 =0.

La famille B, est donc libre et possede n = dim(FE) éléments donc c’est une base de E.

0 o ... ... O
1

d) La matrice de u dans la base B, est donnée par 0




3. Soit A et B deux matrices nilpotentes de M,,(C) de rang n — 1 , posons fa et fp les endomorphismes de F
canoniquement associé a A et B , il existe donc deux bases B, et B., de F dans lesquelles les matrices de f4 et

defp sont identiques & la matrice de la question d) , ce qui prouve que A et B sont semblables .

Partie 3 : Réduction d’un endomorphisme particulier

1. Soit 1 <k < p, on sait que fo (f — )™ = (f — A\p)™ o f donc Ker ((f — M\pidg)™") est stable par f .

2. Les p polynomes (A — X)™* sont deux & deux premiers entre eux, on déduit par le théoréme de décomposition des

noyaux, que

P
Ker [ (A\eidg — f)™ = Ker (Aiidg — f)™ ) & -+ & Ker (\pidg — f)™ )
k=1
p
et d’apres le théoreme de Cayley Hamilton on a Ker [] (A\sidg — )™ = Ker(xs(f)) =F .
k=1

Ainsiona‘E:FlEB...@Fp‘.

3. Pour tout entier k£ € [0, p], posons ¢ = fip, — Akidp, € L(F}) , on a pour tout x € F, or(x) = f(x) — Az

mig

a) Soit k € [0,p], pour tout = dans Fj, on a ¢ (z) = (f — A\gidg)™ (z) = 0 donc ¢ = 0 et ¢ est un
endomorphisme nilpotent de Fj, .
b) Remarquons que ¢ = fip, — Aridp, et (X — Xp)™* est un polynome annulateur de fp, donc
Sp(fir,) = {\&} on en déduit que Xfin, (X)=(X - /\k)dimF"' :
F}; est un sous espace stable par f donc xy, . Ixf » ce qui donne dim Fy, < mg.
Le degré du polynéme caractéristique x s est égale a my + mo + --- +my = n et on a aussi

dim F; + dim Fy + ... + dim F}, = n, si on suppose qu’il existe i € [1,p] tel que dim F; < m; alors

dim Fy + ...+ dim F, < mq +--- +m, ce qui est absurde , ainsi pour tout k dans [1,p] on a .

c) Montrons que gozn’“_l # 0 . Supposons par 'absurde que que gpzn’“_l = 0 et considérons le polyndéme
P
S mi _ X7(X)
X)=(X =)™ [(X=x)™ =
Q) = (X xm [T -2 = S50
ik
On a
P
Q(f) = (f = Midp)™ o [ TT(f = Niidp)™
iZk

Les polynémes d’un méme endomorphisme commutent , donc pour tout x € Fj, on a
P
. ; —1
Q) () = | [ [T(f = Nidg)™ | | (¢f* (@) ) =0
et pour tout z € Fj; avec j # k on a

QUN) = |(f = Mddp)™ o | T (f = Niddp)™ || (¢ (2) ) =0
ik i)
Comme E = F; @ --- @ Fp, on a alors pour tout x € E il existe (z1,...,2p) € F1 X --- x F), tels que

=21+ ..+xz,,donc Q(f)(z) =Q(f)(x1) + ... + Q(f)(z,) = 0.
Ainsi Q(f) =0 avec @ de degré n — 1, Q(f) est donc une combinaison linéaire non nulle de (idg, f, -+, f* 1)
ce qui est contraire & 'hypotese stipulant que (idg, f,---, f*"1) est une partie libre. Donc @Z"’“_l #0.

On en déduit que pour tout entier k dans [1, p]], 'indice de nilpotence de ¢y, est my.



4. Pour tout entier k dans [1,p] ,pr € L(F)) est nilpotente d’ordre my = dim Fy, , d’apres la partie 2 la matrice de

@1, dans une base B., de Fj est de la forme

Matp,, (¢x)

=1 0

o ... 0 1

€ M, (C)

comme f|p, = pr — Aridg, alors sa matrice dans la base B, est de la forme

e 0 ... ... 0
1

Av=1| o
: 0
0 ... 0 1 X

Soit B = B, UBc, U...UB,, la base de E adaptée a la somme directe E' = F} @ --- @© F}, , la matrice de f dans B
est diagonale par blocs de la forme Matg(f) = diag( A1, A, ...Ap) .

Partie 4: Cycles

1. Soit (xo, f (z0),. ..., [P~ (x0)) un p— cycle de f.

a) Pour tout entier k dans [1,p — 1] on a fP(f*(zo)) = f*(fP(x0)) = f*(x0) , comme (o, f (z0),..., [P~ (x0))

est une famille génératrice de E alors fP(xz) = x pour tout « € E , ainsi .

b) F est de dimension n, par conséquent, une partie libre de F a au plus n éléments. De plus zg # 0 donc 1 € F,.

Ainsi Fy,, est une partie non vide et majorée de N donc elle admet un maximum noté .

c) i) Montrons par récurrence que Vk >~y  f*(zg) € Vect(zo, f(x0),- -+, £~ (x0)).
e v+1¢ F,, donc (zo, f(z0), -, f7 1 xo), f¥(z0)) est liée, comme (g, f(z0),- -+, 7 (xg)) est libre alors
[ (o) € Vect(wo, f(z0), -+, f7(20)) -
o Supposons que f*(zg) € Vect(wo, f(o), -, [~ (x0)), alors f¥+!(wg) € Vect(f(zo), f2(w0), -, f7(20))
et comme f7(xg) € Vect(zo, f(20), -+, f7 " (wo)) on a bien f**1(zg) € Vect(xo, f(xo), -+, f7 " (z0)).

Finalement pour tout entier k > v ,

¥ (w0) € Vect (zo, f (20) , - .-

1 (o)) |

ii) (Jco, fzg),..., Pt (xo)) est une famille génératrice de E et Vk > v, f* (x0) € Vect (aco, f(zo), ..., fr1 (xo)),

donc

E= VeCt(an f(xO)v T vfpil(xo)) = VeCt(an f(xO)a T 7f771($0))

comme (zo, f(z0), -+, f771(x0)) est libre alors c’est une base de E et dim E = n = 7.

iii) D’apres la question a) fP = idg avec p =n = , donc X™ — 1 est un polynéme annulateur de f , par suite

le polynéme minimal 7y divise X™ —

1.

Posons 7¢(X) = X9 tag 1 X+ 4agavec d < n, on a alors f4(zg) +ag_1 (o) + ... +apre = 0 donc
la famille (zg, f(z0), - , f%(w0)) est liée, par suite d + 1 ¢ F,, et forcement d +1 > n , ainsid =n .

On sait que les valeurs propre de f sont exactement les racines de 7y , donc Sp(f) = {62””, ke [1, n]]} et f

admet n valeurs propres distinctes .



a) Soit By, = (mo, fzo) . ... Lt (mo)) un n-cycle de f , ce qui signifie BB,, est une famille génératrice de E de

cardinal n = dim E donc elle constitue une base de FE.

b) On a f(f%~1(z0)) :{ flxo)sil<j<n-—2

o , ce qui donne
Ty sij=n-—1

G = MCLthO (f) = 0

c) Soit k € [1,n] . On a GU;, = ) = w*U}, . Donc Uy, est un vecteur propre de G associé & la valeur

propre ok,

ke

2. Soit M = (Mg ), < y<,, de My(C), telle que my , = @"*. On note M = ( T k,0)1<p gy O T g est le conjugué

de M-

a) Posons M M = (ak),< y<,- Pour tout (k,€) € [1,n]? on a
n
ake = ka,jWM
j=1

n
= E oIt
j=1

j=1
Si ¢ =k al =netsil#kal S el Clll R = ()R =1
il=kFalors agy=mnetsil#kalors ap,=w ok = (car (W F)" = (W) " =1).
On conclus que .
11—
b) Ainsi M € GL,(C) et | M~ = -M
n
bo bp—1 ... b2 b
b by
3. Soit (bo,bl, . -7bn—1) ecChet H=
bn72 bnfl
bn—l bn—Q bl bO
a) Remarquons que G* = Matp, (f?) et
0 0 1 0
0 1
Matg, (f*)=| 1
0 1 0



de méme pour tout k € [3,n — 1]

0 0 1 0\ « 1
0 1 — k
G" = Matg, (f*) = _
1 0
0 ... 1 0O ... 0 <~ n

Nous avons alors H = bygly + b1G + ... + b,,_1G" 1.

Comme G admet n valeurs propres distinctes alors elle est diagonalisable, elle s’écrit de la forme H = PDP~!
avec D matrice diagonale et P matrice inversible, par suite G¥ = PD*P~! pour tout k € [1,n] , ainsi H est
semblable & la matrice diagonale : boly +b1D + ... + b,,_1 D™ . H est donc diagonalisable .

b) D’apres la question 1) on a D = diag(@w ,w 2,...,w ") , si on pose Q(X) = by + b1 X + ... + b, _1 X" talors H est

semblable & la matrice Q(D) = diag (Q (@),Q ((72) e @ (LT")) , ce qui donne Sp(H) = {Q (@),Q ((72) e @ ((.7”)}
et on a (U, ..., U,) est une base de C" formée de vecteurs propres de H.

Partie 5 : La dimension maximale d’un sous-espace vectoriel des matrices
nilpotentes

1. Une base de 7T est la famille (E;;);>; qui est est de cardinal @ donc | dim T :@ .

2. Soit M une matrice nilpotente, donc mp(X) = XP avec p € N* | ce qui donne Sp(M) = {0} et xnu(X) = X" qui

est scindé , donc M est trigonalisable et elle est semblable a une matrice triangulaire de diagonale nulle .

3. Ona S, (R)NT = {0} donc la somme S,,(R)+7T est directe et on a dim(S,(R)) = "("T'H) alors dim S,,(R)+dim 7~ = n?
ce qui prouve que ‘ M,R) = S,(R)® T‘ )

n(n—1)
2

dim ( S,(R) N F) = 0 alors S,,(R) et F' sont en somme directe et dim(S,(R) @ F) = dim(S,(R)) + dim(F), on a
dim(S,(R)) = wet dim(F) > w donc dim(S,, (R)®F) > n?, ce qui est absurde . Ainsi‘ dim( S, (R)NF) >0 ‘

4. Soit F un sous-espace vectoriel de M, (R) contenu dans N tel que dim(F) > , sl on suppose que

5. Soit F' un sous-espace vectoriel de M, (R) contenu dans N tel que dim(F) > "(nT_l), d’apres la question 4) on

adim( S,(R)NF) > 0.
Soit M € S,(R)NF , M est symétrique et réelle donc diagonalisable et elle est nilpotente donc Sp(M) = {0} ,on
en déduit que M =0 et S,,(R) N F = {0} ce qui est absurde.

Ainsi tout sous-espace vectoriel F' de M, (R) contenu dans N vérifie dim(F) < %

. Or T est un sous-espace
vectoriel de M, (R) contenu dans N et dim(7) = @ , donc la dimension maximale d’un sous-espace vectoriel
de M, (R) contenu dans N est @ .

- FIN -



