EXERCICES MPSI

| SERIES NUMERIQUES |

Exercice 1 :

Déterminer la nature de la série g u, dans chacun des cas suivants :

n

ch(n n
1) up, = 7ch((2n)) 2 2) up = né—l — \/n;iﬂ 3) up = e — (1 + %)

Exercice 2 :

Déterminer la nature de la série E u, dans chacun des cas suivants :

—1)" —1)"
1) “nzf/% 2) “nfln(n(ﬂfl)n) 3) un_1n15+)— 7
4) up = /n+(=1)" —/n 5)un:ln<1—|—(;_il_)1> 6) un, = sin ( 7 )
—1)" —1)" n §
Y tn = i 3w =In 1+ ) 9>““—1akz :

Exercice 3 :

Soit E U, une série a termes positifs. Notons v,, =

n

+1

E Up converge < E Up COnverge

n n

Exercice 4 :

1) Notons u, = sin ((2 — v/3)")

i) Montrer que la série Z uy, est & termes positifs.
n

ii) Quelle est sa nature ?
2) Posons A, = (2 —v/3)" + (2 + v/3)". Montrer que A, € N .
3) En déduire la nature de la série Z U ; 0t Uy, = sin ((2 4+ V/3)")

n
Exercice 5 :

Justifier 'existence des sommes suivantes et calculer-les :

400 1 400 51+ 6 o )
& ;”(n-l-l)(n—l—Z) 2) ;n(n+l)(n+2) 3) T;ln <1_712> 4)
400 n+1 400 1 400 (_1)71—1
7 ; 3" 6) ;n(n+l)(2n+1) 7 ;nz 8)
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Exercice 6 :

1
On donne les sommes : Z — = 3 et Z —=e
n n!

—+00 “+o00
72 1

n=1 n=0

Calculer les sommes suivantes aprés avoir justifié leurs existences :

+o0 1 +o0 1 +oo +o0o

n+1 n? —2
DY Gy ) X Y X VX

n=0 n=1 n=0 n=0

Exercice 7 :

Posons R, = Z

)

2)

3)
)

+o00 (_1)k

k=n+1
: o (="
Justifier la convergence de la série Z -
n>1

et préciser limy,— 400 Rn-

Montrer que

Vn € N°, Ry + o = io Gt
n ) n n+1 — k(kﬁ T 1)

k=n+1

Déterminer un équivalent simple de R,.

Quelle est la nature de la série Z R,
n>1

Exercice 8 :

Considérons deux suites complexes (a)nen €t (Vn)nen. Posons u, = ayv,

n

et S, = ka.

)

k=0
Montrer que

n n—1
Vn € N, Zuk = Z(ak — ak_H)Sk + a, Sy
k=0 k=0

Supposons maintenant que (o, )nen est réelle positive décroissante de
limite nulle, et qe la suite (Sy,)nen est bornée.

Montrer que la série Z(an — Qp41)S, converge absolument et que la
n

série E Uy, converge.
n

Soient 5 > 0 et § € R|27Z.

i) Montrer que

1

v N 1 0 in9_<
neN, [1+e”+---+e |_7\sin(9/2)|
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sin(n)

ii) En déduire la convergence des séries Z Z cos(n ) et Z

Vo
n>=1 n>1 n>1
Exercice 9 :

1
Notons H,, = —.
2%
1) Montrer que H,, ~ In(n)
2) Posons U,, = H,, — In(n).
i) Montrer que (Up41 — Uy,) = O(1/n?).
ii) En déduire que

dneR,H,=In(n)+n+o(1)
3) Posons V,, = H,, —In(n) — 7.
i) Montrer que (Vo1 — Vi) ~ =3

—+o00 1
ii) En déduire que V;, ~ 3 Z =
k=n
4) i) Montrer via une comparaison série-intégrale que

1
VOJ>—1 Z kaN a_l)na—l
k=n+1

ii) En déduire que H,, =In(n) +n+ 5 +o (%)

| Exercice 10 :| (Séries de Bertrand)

In(
1) Montrer que Z n(n)
n>1

converge et que diverge.
2 it f n)?

2) Montrer que

V68 e R, Va -1, Z m converge
n>=2
3) Montrer que
1
V6 eR, Va < 1, Z L diverge
n>2

4) Par comparaison série-intégrale, montrer que

1
Z W converge < [ =1
n=2
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