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Dérivation
Dérivabilité

Exercice 1 [01354] [correction]
Etudier la dérivabilité des fonctions suivantes

a) x> Va2 —23 b) xz s (22 — 1)arccos(z?)

Exercice 2 [00736] [correction]
Sur quelles parties de R, les fonctions suivantes sont-elles continues, dérivables ?

T
a)r—xlzr] b)r— —r0
Jaalal b

Exercice 3 [00247] [correction]
Sur quelles parties de R, les fonctions suivantes sont-elles continues, dérivables ?

a)f:zr—>{ gsin(l/x) siz#0 { gQSin(l/x) siz#0 .

. b)g:xw— .
sinon sinon

Exercice 4 [01355] [correction]
Apres avoir déterminé le domaine d’existence, calculer les dérivées des fonctions
suivantes :

arctan x 1 . sinx
x2+1 (cosx + 2)*

a) T

Exercice 5 [00737] [correction]
Apres avoir déterminé le domaine d’existence, calculer les dérivées des fonctions
suivantes :

a) x —z® b))z (chx)® c¢)z—ln|z|

Exercice 6 [00249] [correction]
Calculer les dérivées des fonctions suivantes

fi(x) = arctan (%), fa(x) = arctan (shz) et f5(x) = arctan (thg)

Qu’en déduire ?

Exercice 7 [01356] [correction]
Pour A\ € R, on consideére les fonctions

ST
B x2+1
a) Montrer que les tangentes en 0 aux fonctions fy sont paralléles.
b) Observer que les tangentes en 1 sont concourantes.

Exercice 8 [01357] [correction]
Soit f une fonction définie sur un intervalle I et a un point de I qui n’en soit pas
une extrémité. Si le rapport

1
o (fa+h) = fa=h)

admet une limite finie quand h tend vers 0, celle-ci est appelée dérivée symétrique
de f en a.

a) Montrer que, si f est dérivable & droite et & gauche en a, elle admet une dérivée
symétrique en a.

b) Que dire de la réciproque ?

Exercice 9 [01358] [correction]
Soit f : R — R une fonction dérivable en a € R. Etudier

o 21(@) = af (@)

T—a T —a

Exercice 10 [01359] [correction]
Soit f :]0,1] — R une fonction dérivable.
On définit une fonction g : [0,1] — R par :

[ f(2x) sizel0,1/2]
9(w) = { f(2x —1) sinon

A quelle condition(s) la fonction g est-elle dérivable ?
Exercice 11 [o01360] [correction)]
Soit f : I — C une fonction dérivable.

Montrer que |f] : I — R est dérivable en tout point o f ne s’annule pas et
exprimer sa dérivée.
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Dérivée d’ordre n Exercice 19 [o01364] [correction]
Calculer de deux facons la dérivée n-iéme de x +— 22",

Exercice 12 [01362] [correction] En déduire une expression de

Calculer la dérivée n-ieme de n )\

a) z—= i (1+2z)" b))z (22 +1)e" k

Applications de la dérivation
Exercice 13 [o01361 ] [correction]

Calculer la dérivée n-iéme de . .
Exercice 20 [01383] [correction]

1 1 1 . . 7 oy 2 . .
N Lz puis z . Etablir les inégalités suivantes :
1+ 1—x a) Vo € |-1,4o0[, 1f; <In(1+2) <z

b) VzGR*,eI>1+x+§.

Exercice 14 [o00743] [correction)]

Calculer la dérivée n-iéme de = — cos® x
Exercice 21 [o01402] [correction)]
Soit p €]0, 1].

Exercice 15 [03863] [correction] a) Etablir que pour tout ¢t > 0, on a

Calculons la dérivée n-iéme de la fonction réelle ¢ — cos(t)e’.

(1+t)P<1+tP

Exercice 16 [01363] [correction] b) En déduire que pour tout z,y > 0,

Soit f : R — R définie par f(z) = e”V3sin z. Montrer que (z+y)P < a? +yP
f™(z) = 2me2V3 gin (x + %)

Exercice 22 [01366] [correction)]

Soit f : [0, +oo] = R de classe C! telle que
Exercice 17 [00254 ] [correction] it 2 [0, ool an

Montrer que la dérivée d’ordre n de z"~te'/®

est f(0)=—1et Emf = +00

(_1)nx—(n+1)e1/x . . . .
Montrer que si f s’annule au moins deux fois alors f’ aussi.

Exercice 18 [o00252] [correction]

Soit f: x> arctanz. Exercice 23 [01365] [correction)]
a) Montrer que pour tout n > 1 Déterminer toutes les applications f : R — R dérivables telles que
F (@) = (n— 1)l cos™ (f(x)) sin(nf(x) + nm/2) Y(z,y) € R%, f(z +y) = flz) + f(y)

b) En déduire les racines de f™ pour n > 1.
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Exercice 24 [01367] [correction] Exercice 30 [00256] [correction]
Soit f : [0,7/2] — R définie par Soit f : [a,b] — R dérivable et vérifiant f'(a) > 0 et f'(b) < 0.
Montrer que la dérivée de f s’annule.
f(z) =+Vsinz+zx d

Justifier que f réalise une bijection vers un intervalle & préciser, puis que f~! est

continue et dérivable sur cet intervalle. Exercice 31 [01373] [correction]
Soit f : R — R dérivable telle que

Exercice 25 [00360 ] [correction] lim f = Eg.}f = 400
Déterminer les fonctions f € C(R,R) vérifiant

Montrer qu'il existe ¢ € R tel que f/(c) = 0.

fof=Ff

Théoréme de Rolle Exercice 32 [01374] [correction]

Soit f : [0, +00[ — R une fonction dérivable telle que
E)fercme 26 [01370] [correction] / ’ lim f = £(0)
Soit f : R — R dérivable. On suppose que f’ ne s’annule pas. +00

Montrer que f ne peut étre périodique. o
Montrer qu'il existe ¢ > 0 tel que f/(¢) = 0.

Exercice 27 [o01371] [correction]

Soit a,b, ¢ € R. Montrer qu’il existe x € ]0, 1] tel que Exercice 33 [01377] [correction]

3 ) Soit @ > 0 et f une fonction réelle continue sur [0, a] et dérivable sur ]0, a].

dax” + 3bx” +2cx =a+b+c On suppose
f(0)=0et f(a)f'(a) <0

Exercice 28 [o01372] [correction] Montrer qu'il existe ¢ € 10, a[ tel que f/(c) = 0.
Soit n € Net f: I — R une application de classe C"™ s’annulant en n + 1 points
distincts de 1.

a) Montrer que la dérivée n-iéme de f s’annule au moins une fois sur I.

b) Soit « un réel. Montrer que la dérivée (n — 1) -iéme de f’ 4+ o f s’annule au
moins une fois sur I.

(indice : on pourra introduire une fonction auxiliaire.) f(0)=f(a)=0cet f(0)=0

Exercice 34 [01380] [correction)]
Soit @ > 0 et f :[0,a] — R une fonction dérivable telle que

a) Montrer que la dérivée de x — f(z)/x s’annule sur ]0, af.

Exercice 29 [01376 ] [correction] b) En déduire qu'’il existe un point autre que lorigine en lequel la tangente & f
Soient n € Ny a <beRet f:[a,b] = R une fonction n fois dérivable. passe par lorigine.
Montrer que si
fl@)=fla)=...=f" V(@)=0et f(b)=0
(a) (a) (@) ®) Exercice 35 [01378] [correction]
alors il existe ¢ € ]a, b[ tel que f(™(c) = 0. [Regle de L'Hépital]
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Soient f,g : [a,b] — R deux fonctions dérivables. On suppose que
Vo € [a,0],9'(z) #0

a) Montrer que g(a) # g(b).
b) Montrer qu’il existe ¢ € ]a, b tel que

Exercice 36 [o01375] [correction]
Soit f : [a,b] — R dérivable vérifiant

fla) = f(b) =0et f'(a) >0, f'(b) >0
Montrer qu'’il existe ¢y, ca, c3 € Ja, b tels que ¢; < ¢2 < ¢3 et
f(er) = fle2) = f'(e3) =0
Exercice 37 [03436] [correction]
Soit f : [a,b] — R de classe C? vérifiant

fa) = f'(a) et f(b) = f'(D)

Montrer qu'il existe ¢ € ]a, b[ tel que

fe) = f"(c)

Indice : on pourra introduire une fonction auxiliaire dépendant de f(z), f'(z) et e”

Théoréme des accroissements finis

Exercice 38 [o01381] [correction]
Soit f : R — R une fonction dérivable.
Montrer que

Vo >0,3c¢> 0, f(z) = f(=2) = z(f'(c) + f'(=0))

Exercice 39 [o01382] [correction]
Soit f une fonction de classe C? sur [a,a + 2h] (avec a € R et h > 0).
Montrer

Jc € Ja,a+ 2h[, fla+2h) —2f(a+h) + f(a) = K2 f"(c)

(indice : introduire ¢(x) = f(z + h) — f(x).)

Exercice 40 [o01384] [correction]
A Taide du théoréme des accroissements finis déterminer

lim ((33 + 1)em}r1 - xe%)

r—r—+00

Exercice 41 [01385] [correction]
Montrer que

1 1
— < In(1 —1 —
Vz > 0, 1_~_m<n( + ) n(a:)<x

En déduire, pour k € N\ {0, 1},

kn 1
Jm g
p=n+1

Exercice 42 [01386] [correction)]
Soit f : I — R dérivable.
Montrer que f est lipschitzienne si, et seulement si, sa dérivée est bornée.

Exercice 43 [o01341] [correction]
Soit f :]0,1] — R dérivable. On suppose de f(x) = £ et zf'(x) — ¢’ quand z — 0.
Que dire de ¢' 7

Exercice 44 [oo727] [correction]
Soit f € C2(RT,R) telle que lim f(x)=a€R.
T—>+00

a) Si f” est bornée, que dire de f'(z) quand z — 400 ?
b) Le résultat subsiste-t-il sans 'hypothese du a) ?
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Exercice 45 [03886] [correction]
Une fonction f : I — R est dite héldérienne d’exposant a > 0 s’il existe M € Rt
vérifiant

Va,y € L[ f(y) — f(a)] < M|y — |

a) Soit f : [a,b] — R de classe C!.

Montrer que f est holdérienne d’exposant o = 1.

b) Démontrer que les fonctions holdériennes d’exposant > 1 sont constantes.
¢) On considere la fonction f : z — zIlnz définie sur ]0, 1].

Montrer que la fonction f n’est pas héldérienne d’exposant 1.

d) Vérifier cependant que f est holdérienne d’exposant o pour tout « € |0, 1].

Classe d’une fonction

Exercice 46 [01387] [correction]
Soit f : [a,b] — R de classe C'. Montrer que f est lipschitzienne.

Exercice 47 [01388] [correction]
Soit f: R — C de classe C! et périodique.
Montrer que f est lipschitzienne.

Théoreme du prolongement C1

Exercice 48 [01389] [correction]
Montrer que la fonction f: RT — R définie par :

2?Inz siz#0
f()_{O sizx=0

est de classe C! sur Rt.

Exercice 49 [01390] [correction]
Soit n € N, montrer que la fonction

e 2"t siz >0
" 0 sinon

est de classe C" sur R.

Exercice 50 [o01368] [correction]
Soit f: RT — R de classe C? telle que f’(0) = 0.
Montrer qu’il existe g : Rt — R de classe C' telle que

Ve e RY, f(z) = g(«?)

Exercice 51 [01369] [correction)]
Soit o un parametre réel. On désire résoudre sur R I’équation différentielle

E:xy =ay

On considére z + y(x) une solution de £ sur R™ et R™* .

a) Donner I'expression de y(z) sur RT™* et sur R™*.

On notera CT et C'~ les constantes réelles permettant d’exprimer y(x) sur RT™ et
R™*.

b) A quelles conditions sur les constantes C* et C ™, est-il possible de prolonger y
par continuité en 07

On distinguera trois cas, selon que a < 0, a =0 ou a > 0.

¢) Pour a > 0, & quelles conditions sur les constantes C* et C~ la fonction
prolongée y est-elle dérivable en 07

On distinguera trois cas, selon que 0 < o <1, a=1ou o > 1.

d) Résumer ’étude précédente en donnant la solution générale de E sur R en
fonction de «.

Convexité

Exercice 52 [01391] [correction]
Soient f et g : R — R deux applications telles que f soit convexe et g soit a la fois
convexe et croissante. Montrer que g o f est convexe.

Exercice 53 [01392] [correction]
Soit f : I — R une application continue strictement décroissante et convexe.
Etudier la convexité de la fonction f=1: f(I) — I.

Exercice 54 [01393] [correction]
Soit f : R — R une fonction convexe strictement croissante.
Montrer que f tend vers +o0o en +oo.
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Exercice 55 [01394] [correction]
Soit f : R — R une fonction convexe et bornée.
Montrer que f est constante.

Exercice 56 [01395] [correction]
Soit f : R — R une application convexe et majorée. Montrer que f est constante.
La conclusion subsiste-t-elle pour f : [0, +oo[ = R?

Exercice 57 [01396] [correction]
Soit f : R — R une fonction convexe. Montrer que f est continue.

Exercice 58 [01397] [correction]

Soit f : R — R une fonction convexe.

a) On suppose f +—> 0. Montrer que f est positive.
oo

b) On suppose que f présente une droite asymptote en +oo. Cela signifie qu’il
existe une droite d’équation y = px + g vérifiant

flx)—(pr+q) ——0

r——+00

Etudier la position de la courbe par rapport a cette asymptote.

Exercice 59 [02487] [correction]
Soit

1 1
tVI—4t ¢
a) Montrer que f se prolonge en une fonction de C* sur |—oo, 1/4[.
b) Tracer le graphe de f a 1’aide d’un logiciel de calcul formel.
¢) Etudier la concavité du graphe.

frite]—o0,1/4[\ {0} —

Exercice 60 [03049 ] [correction]
Soient I un intervalle ouvert de R et f € C°(I,R).
a) On suppose que, pour tout (z,y) € I?,

f<$;y> < f(x);rf(y)

Montrer que f est convexe.

b) On suppose qu’il existe un réel M tel que
V(z,y) € R [f(z +y) + flo —y) — 2f ()] < My?

Montrer que f est dérivable.
Indice : Considérer x — f(z) + Mx?/2.

Exercice 61 [03155] [correction]
Soit f:RT — R dérivable, concave et vérifiant f(0) > 0. Montrer que f est
sous-additive i.e.

Va,y € RT, fx+y) < f(z) + f(y)

Exercice 62 [03357] [correction]
Soit f : I — R convexe. Montrer que si a € I est un minimum local de f alors a
est un minimum global.

Inégalités de convexité

Exercice 63 [01398] [correction]
Observer les inégalités suivantes par un argument de convexité.

2
a) Vo € [0,7/2], ;xésinmgw b)Vne NV >0, 2" —(n+1)z+n>0

Exercice 64 [01399] [correction]
Montrer que f :]1,+oo[ — R définie par f(z) = In(Inz) est concave.

En déduire
Y(z,y) € |1, +ool?, mm;y > /. lny

Exercice 65 [01400] [correction)]

Montrer
n T+ -+ Ty

Vry,...,Tn >0, 5
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Exercice 66 [o1401 ] [correction] Exercice 69 [01403] [correction]
Soient p, g > 0 tels que a) Montrer que z — In(1 4 €”) est convexe sur R
1 1 i
24221 b) Etablir
p 4 n 1/n n 1/n
Montrer que pour tout a,b > 0 on a Vn € N*,Vz,, oo, ..., on € RY*. 1+ (ka> < (Hl-i'l‘k)
a?  bd k=1 k=1
— > ab
p g c¢) En déduire, pour tout n € N*,ay,as,...,an,b1,b2,...,b, € RT* Dinégalité :

n 1/n n 1/n n 1/n
Exercice 67 [03172] [correction] (H ak) + <H bk> < (H (ar + bk)>
k=1 k=1 k=1

Soient a,b € RT et ¢t € ]0, 1[. Montrer

a'tb' Tt <ta+ (1 —t)b
Exercice 70 [ 02945 ] [correction]

Soient x1,...,%n,Y1,-..,Yn des réels positifs.
Exercice 68 [o01404 ] [correction] Montrer
[In.egahte de Holder] (1... In)l/n (... yn)1/n (@1 4y1) X - X (@ + yn))l/n
Soient p,q > 0 tels que
AR
poq Etude graphique d’une fonction

a) En exploitant la concavité de z — Inx, établir que pour tout a,b € R* on a
Exercice 71 [01405 ] [correction)]

a/b < a + b Etudier la fonction
P q frx— xm
b) Soient a1, as,b1,by € RY, déduire de ce qui précede : afin d’en réaliser la représentation graphique.
aq b1 1 0}17 1 b({
¢/af +ab /b7 + b8 " pal+ah  qbi + b5 Exercice 72 [ 01406 ] [correction]
Etudier la fonction
¢) Conclure que frazr a?e™
aiby + azbs < {/ af + aj {/ by + b3 en vu d’en réaliser la représentation graphique.

d) Plus généralement, établir que pour tout n € N et tout aq,...,an,b1,...,b, on

a:

. Exercice 73 [01407] [correction]
Z a:b; < Etudier la fonction
i=1

2lnx + 3
T

frxm—
en vu d’en réaliser la représentation graphique.
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Exercice 74 [o01408 ] [correction]
Etudier la fonction

f'x|—>$2+x
' lz] +1

en vu d’en réaliser la représentation graphique.

Exercice 75 [01409 ] [correction]
Soit f :]0,+oo[ — R définie par

Montrer que f admet un point d’inflexion.

Etudier les branches infinies de la courbe représentative de f et en donner I’allure.
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Corrections Quand h — 0,
-0 1
Exercice 1 : [énoncé] h |h] +1
a) f(x) = va? — 3 est définie et continue sur |—oo, 1]. - o
Par opérations, f est dérivable sur |—oo,0[ U |0, 1]. donc f est dérivable en 0 et f/(0) = 1.
Quand h — 07,
J0) =10 _
h Exercice 3 : [énoncé]
et quand h — 07, a) f est définie et continue sur R.
f(h) = f(0) o Par opérations, f est dérivable sur R*.
h Quand h — 0,
f n’est pas dérivable en 0 mais y admet un nombre dérivée a droite et a gauche. f(h) — £(0) — sin 1
Quand h — 07, h h
’ de limite donc f n’est pas dérivable en 0.
_ /—h —9nZ _ i3 n’a pas
fa+ h})L 1) = h }QLh h — —00 b) g est définie et continue sur R.
Par opérations, g est dérivable sur R*.
f n’est pas dérivable en 1, il y a une tangente verticale a son graphe en cet Quand h — 0,
abscisse. g(h) — g(0) Chsint 0

b) f(z) = (2% — 1) arccos 2% est définie et continue sur [—1,1].
Par opération f est dérivable sur |—1,1].
Quand h — 07,

fa+h) - f1)
h

f est dérivable en 1 et f'(1) = 0.
Par parité, f est aussi dérivable en —1 et f/(—1) = 0.

= (24 h)arccos((1 + h)?) — 0

Exercice 2 : [énoncé]

a) f(z) = x |z| est définie et continue sur R.
Par opérations, f est dérivable sur R*.
Quand h — 07,

et quand h — 0™,

f est dérivable en 0 et f'(0) = 0.
b)f(z) = [7771 est définie et continue sur R.
Par opérations f est dérivable sur R*.

donc g est dérivable en 0 et g(0) = 0.

Exercice 4 : [énoncé]

a) x — af;ﬁ% est définie et dérivable sur R,
arctanz )’ _ 1—2zarctanz
r24+1 ) (224 1)2
b) z — ﬁ est définie et dérivable sur R\ {—1},
1o\ -2
(x+1)2)  (z+1)3
c) x> % est définie et dérivable sur R,
sin B CoS T 4sin? x 74+2cosx73cos2x
(cosz +2)4)  (cosx+2)*  (cosx+2)° (cosx + 2)5
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Exercice 5 : [énoncé]
a) T — x¥ est définie et dérivable sur RT*,

(xz)/ _ (ezlnm)/ _ (1 4 1nx)3f”
b) x — (chz)® est définie et dérivable sur R,
((chz)®) = (e” lnCh‘"’:)/ = (Inchz + zthx)(chz)”®

¢) & — In|z| est définie et dérivable sur R*,

1
1 ==
(nal) = 1
Exercice 6 : [énoncé]
FL@) = T Jh(0) = o et ) =
BT e 12V T ] e2e BT e
On en déduit 1
7r T
fi(z) = §f2($) tg= fs(x) + 1
Exercice 7 : [énoncé]
f est dérivable et
2
pooy o —TT—=2xA+ 1
f)\(x) - (2172 + 1)2

a) Pour tout A € R, on a f{(0) =1 donc les tangentes en 0 sont paralléles.
b) L’équation de la tangente en 1 & f) est

A A+1
= —— —1 _—
Yy 2(33 )+ 5
ou encore A 1
= Z(x—2)+=
y 2(1’ )+2

Ces tangentes concourent au point d’abscisse 2 et d’ordonnée 1/2.

Exercice 8 : [énoncé]
a) Si fj(a) et fg(a) existent alors

1 1
Sy e+ h) = fla—h) = 5= (fla+h) - f(@)) + — (fla—h) - f(@))

et donc

1 1., ,
o7 (Fla+8) = fla— 1) — & (fu(a) + f3(a)
b) Pour f(z) = /||, la dérivée symétrique en 0 existe alors que la fonction n’y
est pas dérivable ni a droite, ni a gauche.

Exercice 9 : [énoncé]
Quand x — a,

of(@) —af(@) _ («=a)f(a) +alfo) = f@) | o

r—a r—a

Exercice 10 : [énoncé]

g est dérivable sur [0,1/2] et ]1/2,1].

g est continue en 1/2 si, et seulement si, f(1) = f(0).
Si tel est le cas,

95(1/2) = 2f'(1) et gy(1/2) = 2f'(0)

Finalement g est dérivable si, et seulement si,

£(0) = f(1) et f(0) = f'(1)

Exercice 11 : [énoncé]

|f(t)] =/ f(t)f(t) est dérivable par opérations en tout ¢ € I tel que f(t) # 0.

|f(t)|/ - (f(t)f(t)) f’(t)f(t) + f(t)f/(t

BN oL 70

Exercice 12 : [énoncé]
On exploite la formule de Leibniz

a)

(.172(1 —|—17)n)(n) _ (g’) 22 ((1 +z)n)(n)+<?> (1,2)/((1 +x)n)(n—1)+<7;

=
@
~
k‘a
—~
~~
N2
~
—
~+
N
=

) (@) (1 + )"

donc |
(221 +2)")™ = nlz? + 2n.nlz(1 + ) + n(n — 1)%(1 +z)?
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b) Exercice 15 : [énoncé]
N On peut écrire
n n .
((=*+ 1)e”3)( ) = Z <k> (22 + 1)F) (") (n=k) = (2 +2nz+n(n—1)+1)e cos(t)e’ = Re (e(1+z)t)
h=0 et donc

. (n) .
(cos(t)et)™ = (Re(e(lﬂ)t)) =Re ((1 + i)”e(lﬂ)t)
Exercice 13 : [énoncé]

En calculant les dérivées successives Or (1+i)" = 2n/2einm/4 puis
1y _ 1 1\ B 1 ! B 2 (cos(t)e!)™) = 27/2et (cos(t 4 nw/4) + isin(t + nw/4))
l—-2) (-2 \1-2z) \(1-2)2) ({1-)3
on montre par récurrence Exercice 16 : [énoncé]
(n) Par récurrence sur n € N.
1 _ n! Pour n =0 : ok
1—2 (1 —a)ntl Supposons la propriété établie au rang n > 0.
De méme, mais en gérant de plus un signe _ ’
(n) FO() = (2B sin (v + 7))
1 " n!
=" ——=m7 d
1 + .’L‘) (1 + x)n—i—l onc
FHD(z) = 2n (\/gsin (m + n—ﬂ) + cos (x + n—ﬂ)) e™V3
Enfin 6 6
1 - 11 Jr} 1 puis )
1—22 21—z 214z FOHD () — 97 iy ey DT v
donc ) 6
( 1) = n + (=1)"n! Récurrence établie.
1— a2 2(1 —z)ntt - 2(1 4 z)ntt On peut aussi écrire
flz) = *V3sinz = Im (e(\/g+i)$)
Exercice 14 : [énoncé]
a) On a et exploiter ceci pour calculer directement la dérivée d’ordre n.

cos3z =4cos®z — 3cosz
donc on peut linéariser . , ,
Exercice 17 : [énoncé]
Par récurrence sur n € N.
Pour n =0 : ok.

1
cos® x = 1 (3cosx + cos 3x)

On sait Supposons la propriété établie au rang n > 0.
(cos x)(”) = cos(z + nmw/2) et (cos 335)(") = 3" cos(3z + nw/2) (xnel/w)(m_l) — (x.x"_lel/“J)(nH) — (xn—lel/x)(nH) Y (n+1) <xn—1el/$)(n)
et on obtient donc donc
(cos® 2)(™ = % (8 cos(z +nm/2) +3" cos(3z + nm/2)) (m”el/’”) " g ((—1)"x—(“+1)e1/’”)/ + (n+1)(~1)"a (el

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 30 mai 2014 Corrections 12

ce qui donne Exercice 19 : [énoncé]
(x”el/””)(nﬂ) = (—1)"Flg=(nH2el/e D’une part

Récurrence établie.
D’autre part

Exercice 18 : [énoncé] (xQ”)(") = (2" x x")(”) = Z <n> (z) B () (n=F)
a) Par récurrence sur n > 1. o \F
Pour n =1
et donc )
1 n ' ' n
/ = ——F t 1 2 = 2 t = 2n (n) _ n n n n __ n n
f(x) 522 et cos(f(x))sin(f(x)+ m/2) = cos” arctan x T2 (x ) _kZ:O L (n—k)'k'z —n!k:O . T
Supposons la propriété vérifiée au rang n > 1 On en déduit ,
. . " (n (2n)! 2n
pre ) = | RO o) 2 (k) G ( n)
1422 | +cos(nf(z) + nn/2) cos(f(z)) k=0
Or
o, Exercice 20 : [énoncé]
Tra2 & (f(@)) a) Soit f :x+— x —In(1 + z) définie et de classe C* sur |—1, +o0].
donc Flz) = liz
(n+1) | sin(f(x)) cos (nf(z) + (n+ 1)7/2) —
f (z) =n! Fsin (nf(x) + (n + 1)7/2) cos(f (@) cos" T (f(z)) Le tableau des variations de f est alors
. T -1 0 400
e f@) [+o0 N 0 7 Feo

SO (@) = nlsin (0 + 1) f(z) + (0 + 1)m/2) cos™ L (f(x))

Récurrence établie.
b) Puisque arctanz € |—m/2,7/2][, cos(f(z)) # 0.
Par suite

On en déduit que f est positive.
Soit g : & — In(1 + x) — /(1 + z) définie et de classe C* sur |—1, +o0].

(o) —
FO(2) = 0 o sin(nf(z) + nr/2) =0 9@ = a5
et donc i Le tableau des variations de g est alors
(") () = _mmor _

M (2x)=0% f(x) - 2avecke{l,...m 1} . 4 0 oo

Au final, les racines de f(™) sont les g(x) [ +00 N 0 A oo
kn On en déduit que g est positive.
cot ~, avec Ee{l,...,n—1} b) Soit f: x> e® — 1 — 2 — 22 définie et de classe C* sur RT.

f/,/(x) — e:v > 0
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On obtient les variations suivantes

T 0 400
f"(z)| 0 A~ 4oo
f@) [0 A~ 400
f(x) |10 2~ 400

On en déduit que f est positive.

Exercice 21 : [énoncé]

a) Etudions la fonction § : ¢ +— 1 + P — (1 + ¢)P définie continue sur R et
dérivable sur RT*.

On a 6(0) = 0 et pour ¢ > 0,

St)y=p(t ' =1+t

Puisque p — 1 < 0, tP~1 > (1 +¢)P~1 et donc §(t) = 0. On en déduit que pour
tout ¢ > 0, §(¢t) > 0 puis I'inégalité demandée.
b) Pour x = 0, I'inégalité est immédiate et pour x > 0,

p p
o= (2 (1 ()<

Exercice 22 : [énoncé]

Si f’ ne s’annule pas alors f est strictement croissante donc injective. Elle ne
s’annule alors qu’une fois.

Si f/ ne s’annule qu’une fois alors le tableau de signe de f’ est de la forme

T 0 o +o0o o T 0 e} 400
fflz)y |0 — 0 + ff(x)y|0 + 0 +
et le tableau de variation de f est
T 0 o 400 ou —= 0 o 400
fl@) [ -1 N fle) & +o0 f@) | -1 & fle) » +o0

La fonction f ne peut donc s’annuler qu’une fois.

Exercice 23 : [énoncé]
Soit f solution. En dérivant la relation par rapport a x, on obtient :

'z +y)=f(x)

La fonction f est donc de dérivée constante et par suite f est affine.
De plus la relation f(0+0) = f(0) + f(0) entraine f(0) = 0 et donc f est linéaire.
Inversement : ok.

Exercice 24 : [énoncé]

f est continue et strictement croissante, f(0) =0 et f(7/2) =1+ 7/2 donc f
réalise une bijection de [0, 7/2] vers [0, 1 + 7/2] et son application réciproque f~!
est continue.

f est dérivable sur ]0,7/2] avec

, cosx
xTr) =
/(@) 2¢/sinz
donc f~1 est dérivable sur f(]0,7/2]) =]0,1 + /2]
Etude de la dérivabilité de f~* en 0
Quand h — 0T, en posant x = f~1(h) = 0

+1>0

Or
x x

T
fl@)  Vsinz+z Va+o(Vz)+
donc f~1 est dérivable en 0 et f/(0) = 0.

~ =0
X

Exercice 25 : [énoncé]
Si f est solution alors en dérivant f o f = f on obtient

Vo €R, f(z) = f'(z) x f'(f(2))
puis en exploitant a nouveau f o f = f, on obtient

Vo € R, f'(f(2)) = f'(f(2))?

Puisque la fonction f’ o f est continue, on peut affirmer que celle-ci est constante
égale & 0 ou 1.

Cas ffof=0

La relation f'(x) = f'(x) x f'(f(z)) donne f'(x) = 0 et on en déduit que f est
constante.

Cas ffof=1

Nous savons que I = Imf = f(R) est un intervalle non vide.

Puisque f’(x) =1 pour tout = € I, on peut affirmer qu’il existe C' € R tel que
f(z) =z + C pour tout = € I.

Orona f(f(x)) = f(x) + C (car f(z) € I)et f(f(x)) = f(x) donc C = 0. Ainsi

Veel, f(x)=x
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Pour conclure, il reste a montrer I = R.

Par I'absurde supposons l'intervalle I majoré et posons m = sup I.

Par continuité de f’ et de f en m, on a f(m) =m et f'(m) =1 Puisque
f'(m) =1, f prend des valeurs strictement supérieures a f(m) = m. Ceci
contredit la définition de m.

De méme, on obtient qu’il est absurde d’affirmer que I est minoré et donc on
conclut I = R.

Finalement, si f est solution alors f est constante ou égale a I'identité.

La réciproque est immédiate.

Notons que sans I’hypothése classe C!, de nombreuses fonctions peuvent étre
solutions comme la suivante

y=f(x)

7\ :

v

Une fonction continue vérifiant fo f = f

Exercice 26 : [énoncé]
Si f est T-périodique avec T > 0 alors en appliquant le théoreme de Rolle entre
par exemple 0 et T, la dérivée de f s’annule.

Exercice 27 : [énoncé]
Soit ¢ : [0,1] — R définie par

o(z) = ax* +ba® 4 cx® — (a+ b+ c)x

@ est dérivable et p(0) = 0 = (1). Il suffit d’appliquer le théoréme de Rolle pour
conclure.

Exercice 28 : [énoncé]
a) Notons ap < a1 < ... < ap les n+ 1 points ot nous savons que f s’annule.

Pour tout i € {1,...,n}, on peut appliquer le théoréme de Rolle & f sur [a;_1, a;].
En effet f est continue sur [a;_1, a;], dérivable sur |a;_1,a;[ et f(a;—1) =0 = f(a;).
Par le théoréme de Rolle, il existe b; € Ja;—1, a;[ tel que f'(b;) = 0.

Puisque by < a1 < by < -+ < apn_1 < by, les by,...,b, sont deux a deux distincts.
Ainsi f’ s’annule au moins n fois.

De méme, f s’annule au moins n — 1 fois et ainsi de suite jusqu’a f(™) s’annule
au moins une fois.

b) Considérons g(z) = f(x)e*®. g s’annule n + 1 fois donc ¢’ s’annule au moins n
fois.

Or ¢'(z) = (f'(z) + af(x)) e*® donc les annulations de ¢’ sont les annulations de
f+af.

Puisque f’ + af s’annule n fois, la dérivée (n — 1)-iéme de f’ 4+ o f s’annule au
moins une fois.

Exercice 29 : [énoncé]
En appliquant le théoréme de Rolle & f entre a et b : il existe ¢; € ]a, b tel que
f'(e1) =0.

En appliquant le théoréme de Rolle & f’ entre a et ¢; : il existe ¢a € ]a, ¢1] tel que

f”(Cg) = 0

En appliquant le théoreme de Rolle & f(*~1) entre a et ¢,_; : il existe
Cn € la, | tel que f(c,) = 0.
¢ = ¢, résout le probleme.

Exercice 30 : [énoncé]
f admet un maximum sur [a, b] qui ne peut étre ni en a, ni en b : la dérivée de f
s’y annule.

Exercice 31 : [énoncé]
Puisque lim f = 400 et Emf = 400, il existe a < 0 et b > 0 tels que
— 00 oo

fla) > f(0)+1et f(b) > f(0)+1

En appliquant le théoréme des valeurs intermédiaires entre a et 0, d’une part, et 0
et b d’autre part, il existe a € Ja, 0] et 8 € ]0,b] tels que f(a) = f(0) + 1 = f(B).
En appliquant le théoréme de Rolle entre « et j3, il existe ¢ € |a, 8] C R tel que
7'(e) = 0.
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Exercice 32 : [énoncé]

Si f est constante, la propriété est immédiate.

Sinon, il existe zg € ]0, +o0[ tel que f(zg) # f(0).

Posons y = 1(f(z¢) + f(0)) qui est une valeur intermédiaire & f(0) et f(zo).
Par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe a € |0, zo| tel que f(a) = y.
Puisque Eg{l} f = f(0), y est une valeur intermédiaire a f(xg) et une valeur f(z1)

avec xp suffisamment grand. Par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe
b € |xg,z1] tel que f(b) =y.
En appliquant le théoréme de Rolle sur [a, ], on peut alors conclure.

Exercice 33 : [énoncé]

Quitte & considérer —f, on peut supposer f(a) > 0 et f'(a) < 0.

Puisque f'(a) < 0, il existe b € ]0, a] tel que f(b) > f(a).

En appliquant le théoréme de valeurs intermédiaires entre 0 et b, il existe a € ]0, b]
tel que f(a) = f(a).

En appliquant le théoréeme de Rolle entre «v et a, on obtient ¢ € |a, a] C |0, af tel
que f'(c) = 0.

Exercice 34 : [énoncé]
a) La fonction g : © — f(z)/x est définie, continue et dérivable sur ]0, a].
Quand z — 0,

g(x) = f(0) =0
Prolongeons ¢ par continuité en 0 en posant g(0) = 0.
Puisque g est continue sur [0, a], dérivable sur ]0, a et puisque g(0) = g(a), le
théoréme de Rolle assure Pannulation de la dérivée de g en un point ¢ € |0, af.

b)
zf'(z) — f(x
o) = 2010
donc ¢'(¢) = 0 donne ¢f’(c) = f(c).
La tangente & f en ¢ a pour équation :

y=rf')@ =0+ fle)=f(c)x

Elle passe par l'origine.

Exercice 35 : [énoncé]
a) Si g(a) = g(b) alors on peut appliquer le théoréme de Rolle et contredire
I’hypothese

Vo € [a,b],¢(z) £ 0

b) Soit
hx = g(x)(f(b) = fa)) = f(x)(g(b) — g(a))

h est continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b],

h(a) = g(a)f(b) — g(b)f(a) = h(b)

En vertu du théoreme de Rolle, la dérivée de h s’annule et cela résout le probléme
posé.

Exercice 36 : [énoncé]

Puisque f(a) =0 et f'(a) > 0, il existe x1 € ]a, b[ tel que f(x1) > 0.

En effet, si pour tout z; € ]a,b[, f(z1) <0 alors quand h — 07, W <0
et donc f’(a) < 0.

De méme, puisque f(b) =0 et f/(b) > 0, il existe x2 € ]a, b tel que f(z2) < 0.
Puisque f prend une valeur positive et une valeur négative dans ]a, b[, par le
théoreéme des valeurs intermédiaires, f s’y annule.

Ainsi il existe co € Ja, b tel que f(c2) = 0.

En appliquant le théoréme de Rolle sur [a, ca] et [c2, b], on obtient ¢; et cs.

Exercice 37 : [énoncé]
Introduisons ¢ : x — (f(x) — f/(z)) e”.
La fonction ¢ est définie et continue sur [a, ], ¢ est dérivable sur |a, b[ et

p(a) =0=p(b).
Par le théoréme de Rolle, on peut affirmer qu’il existe ¢ € ]a, b[ tel que
¢'(c)=0
Or
¢'(z) = (f(z) — f(z))e”

donc ¢’(¢) = 0 donne
fle)=£"(c)

Exercice 38 : [énoncé]
Soit g : R — R la fonction définie par

g9(x) = f(z) = f(=x)

g est dérivable et g(0) = 0. Par le théoréme des accroissements finis, il existe
¢ €10, z[ tel que
9(x) = 9(0) = zg'(c)

ce qui résout notre probléme.
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Exercice 39 : [énoncé]
La fonctiony proposée est définie et de classe C2 sur [a,a + h].

fla+2h) =2f(a+h)+ f(a) = p(a+h) - ¢(a)

Par le théoreme des accroissements finis appliqué a ¢ entre a et a + h, il
existeb € |a,a + h[ tel que

p(a+h) —p(a) =he'(b) = h(f'(b+h) — f'(b)

Par le théoréme des accroissements finis appliqué a f’ entre b et b+ h, il existe
c €]b,b+ h[ € |a,a + 2h[ tel que

F/(b+h) = £'(b) = hf"(c) puis f(a+2h) —2f(a+h) + f(a) = h*f"(c)

Exercice 40 : [énoncé]

Par le théoréme des accroissements finis appliqué a la fonction = — xe
etx+1:

il existe ¢, € |z, z + 1] tel que

1z entre x

&

s — 1\ L s — 1\ 1
(x4 1)et/ @+ _ gel/z — <C >ec1m (z+1—2)= (C >eclz

Quand z — +00, ¢; — +00 car ¢, > x.
Par suite

et donc

lim ((z + 1)ewi1 - xe%) =1

T—r+00

Exercice 41 : [énoncé]
On applique le théoreme des accroissements finis a z +— Inx entre = et x + 1.
Il existe ¢ € |z, z + 1] tel que

1
In(l+2z)—lnzx=-
c

Or z < e¢<x+1 donne
1 1 1

< <
r+1 c T

puis 'encadrement voulu.

kn kn kn
1
Z In(p+1) —Inp < Z - < Z Inp—In(p—1)
p=n+1 p=n+1 p p=n-+1
donne i
kn+1 “1
m 2l < S <k
n+1
p=n-+1

Par le théoreme des gendarmes

kn 1
nh—>néo Z —=1Ink

p=n+1 p

Exercice 42 : [énoncd]

(<) En vertu de I'inégalité des accroissements finis.

‘f(w)—f(y)
z—y

(=) Si f est k lipschitzienne alors Va,y € I tels que z # y on a < k.

A la limite quand y — x on obtient |f’(x)| < k. Par suite f’ est bornée.

Exercice 43 : [énoncé]

Nous allons montrer £/ = 0 en raisonnant par I’absurde.
Supposons £ > 0.

Il existe @ > 0 tel qu’au voisinage de 0

zf (x) > «

Pour z et 2z dans ce voisinage, on peut écrire en vertu du théoreme des
accroissements finis
f@2x) = f(x) =2f'(c)
avec ¢ compris entre x et 2x.
Puisque cf’(¢) = a, on obtient

f@2z) = f2) > =

>

Qe

@
2
Or quand z — 0"

f@2z)— f(x) 2 €—4=0

C’est absurde.
De méme, supposer £’ < 0 est absurde.
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Exercice 44 : [énoncé]
a) Posons M € R™™ tel que |f”(x)| < M pour tout x € R*.
Soit € > 0. La suite (z,,) de terme général
5
Ty = TLM

diverge vers 400 et donc
f(@ns1) — f(zn) =0
Par suite il existe NV € N tel que pour tout n > N

82

F(earn) = Flan)| < 57

Par le théoréme des accroissements finis, il existe ¢,, € |2y, z,41[ tel que

=%

[ (en)l (a1 — 2n) <

ce qui donne
[f'(en)l <e

Puisque f” est bornée par M, la fonction f’ est M-lipschitzienne et donc
Vi€ [ sl () = /(en)] < M fu— eal < 2
puis
Vu € [n, Tnaa] s [f ()] S e+ |f'(en)] < 26

et, puisque ceci vaut pour tout n € N, on a en posant A = zy,
Vu > A, |f (u)| < 2e

On peut conclure que f’ converge vers 0 en +oc.
b) Posons

cos(t?)
t+1

ft) =

On vérifie aisément que f est de classe C? et converge en +oo sans que f’ converge

en 0.

Exercice 45 : [énoncé]

a) La fonction f’ est continue sur le segment [a,b] donc bornée. En introduisant

M = sup |f'(t)]
t€la,b]

I'inégalité des accroissements finis donne
Va,y € L[ f(y) = f(x)] < M|y — 2
b) Soit f : I — R holdérienne d’exposant « > 1. Pour z € T

F(Fa by~ f@)| <M 0

h h—0
La fonction f est donc dérivable et sa dérivée est nulle. C’est donc une fonction
constante.
¢) Par I'absurde, supposons f héldérienne d’exposant 1. Il existe alors M € RT
vérifiant

Va,y €]0,1], |f(y) — f(@)| < M |y — |
Pour y = 2z, on obtient
Vo €10,1/2],|zlnz +2zln2| < Mz
puis
Vo €10,1/2],|lnz+2In2| < M

Quand x — 0T, on obtient une absurdité.
d) Soit a €]0,1] et =,y > 0. Quitte & échanger, on peut supposer z < y. On peut
écrire

ylny—zlnzx=(y—2)lny+zln (1+ y;:l:)
Or, on sait In(1 4+ u) < u pour tout v > 0 donc
jylny — zlna] < (y — 2)(nyl +1)

puis
lylny —xlnz|
ly — x|
Puisque 0 <y —x <y et 1 — a > 0, on obtient encore

(y =)'~ (1 + Inyl)

Iny—zxlnz
iny=olnz] _ oy 4 y))
ly — x|
Considérons maintenant la fonction
Y=y (1+|Inyl)

Cette fonction est continue sur ]0, 1] et se prolonge par continuité en 0 par la
valeur 0 car 1 — a > 0. Cette fonction est donc bornée et ’on peut introduire
M € RT vérifiant

vy €10,1], 5" (1 + Inyl) < M

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 30 mai 2014

Corrections 18

On obtient alors
V$7y6]071]7|f(y) —f(!L‘)| < M|y_x|a

Exercice 46 : [énoncé]
f’ est continue sur le segment [a, b] elle y est donc bornée par un certain M.
Par I'inégalité des accroissements finis, f est M lipschitzienne.

Exercice 47 : [énoncé]

La dérivée de f est continue et périodique donc bornée par son max sur un
période (qui existe par continuité sur un segment). Par l'inégalité des
accroissements finis, il en découle que f est lipschitzienne.

Exercice 48 : [énoncé]

[ est continue sur RT et de classe C! sur ]0, +ool.

Pour z > 0, f'(z) =2zlnz + x.

Quand z — 0%, f/(z) — 0 donc f est dérivable en 0 et f/(0) = 0.

De plus, f’ est continue en 0 et finalement f est de classe C! sur R*.

Exercice 49 : [énoncé]

Procédons par récurrence sur n € N.

Pour n = 0, la fonction considérée est continue.

Supposons la propriété établie au rang n > 0.

fn+1 est continue sur R et dérivable sur R*.

Pour z # 0, f’r/7,+l(x) = (n+2)fn(x).

Quand z — 0, f;1(z) = 0= (n+2)f,(0) donc f,11 est dérivable en 0 et
7/1+1(0) =0.

Ainsi f,, 41 est dérivable sur R et f | = (n +2) f,.

Par hypothese de récurrence, f,, est de classe C" et donc f, 1 est de classe C"*1.

Récurrence établie.

Exercice 50 : [énoncé]
Posons g : RT — R définie par

g est continue et

donc g est dérivable et ¢’ est continue en 0.
Ainsi g est de classe C*.

Exercice 51 : [énoncé]
a) E est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 de solution générale sur R**
et R™* :

y(a) = Clz[”

Comme y est solution sur RT™ et R™* | il existe CT,C~ € R tels que
Vo >0, y(z) = C1 |z|* et Vo <0, y(x) = C |2|*

b) Si o < 0 alors

(2) too siCT#0 et y(z) too siCT #0
y z—0+ 0 sinon y =0 0 sinon
y peut étre prolongée par continuité en 0 si, et seulement si, Ct = C~ =0 et

alors y(0) = 0.
La solution correspondante est la fonction nulle qui est solution de E.
Si a = 0 alors
y(z) —— CT et y(z) —— C~

z—0t z—0~
y peut étre prolongée par continuité en 0 si, et seulement si, Ct = C~ et alors
y(0) = Ct.
La solution correspondante est une fonction constante qui inversement est
solution de E.
Si a > 0 alors

y(x) —— 0 et y(xr) —— 0
z—0t z—0—

y peut étre prolongée par continuité en 0 indépendamment de C* et C~ en
posant y(0) = 0.
c) Si a €]0,1] alors

, +oo siCT#0 ,
Yy (x) 20+ { 0 sinon ety (3:) 2—0—

{ +oo siC™ #0

0 sinon

En vertu du théoréme du prolongement C!, la fonction y est dérivable en O si, et
seulement si, C* = C~ = 0.
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La solution correspondante est la fonction nulle qui est solution de E.
Si a =1 alors
y'(r) —— Ct ety (z) —— —C~
z—0t z—0~
La fonction y est dérivable en 0 si, et seulement si, C* = —C~.
La fonction correspondante est alors x — C Tz sur R qui est solution de E.
Sia > 1 alors
y'(x) —— 0 et y/(z) —— 0
z—0t z—0~
La fonction prolongée est dérivable en 0 indépendamment de Ct et C~.
Cette fonction est alors solution de E sur R car dérivable sur R et vérifiant
I’équation différentielle.
d) Sia<0oul< a<1l:seule la fonction nulle est seule solution sur R.
Si a = 0 alors les fonctions constantes sont les solutions de F sur R.
Si a =1 alors les fonctions linéaires (x — Cx) sont les solutions de E sur R.
Si a > 1 alors les solutions de E sur R sont les fonctions

Ctlz|* siz>0
z—4q 0 sixz =0
C~|z|" siz<0

avec CT,0~ ¢ R

Exercice 52 : [énoncé]
Soient a,b € R et A € [0,1],
Puisque f est convexe

FOa+ (1=X)b) < Af(a) + (1= N)f(b)
Puisque g est croissante
(go f)(Aa+ (1 =)b) < g(Af(a) + (1= A)f(b))
Puisque g est convexe
(g0 f)(Aa+ (1 =X)b) < Ago f)(a)+ (1= A)(go f)(®)

Finalement g o f est convexe.

Exercice 53 : [énoncé]

f réalise une bijection continue de I vers f(I). f~1

a méme monotonie que f.

Soient y,z € f(I) et A € [0,1], posons a = f~1(y) et b= f~1(z).
fa+ (1 =2)b) <Af(a) + (1= A)f(b)
donne, sachant f~! décroissante :
Aa+(1=X)b= fTHAf(a) + (1= N)f(b))
ie.

M7+ A =N = 0y + (1= 2)2)

Ainsi f~! est convexe.

Exercice 54 : [énoncé]
Par la convexité de f, pour tout = > 1, on a

f(z) = £(0)

T

= f(1) = f(0)

donc
flx) = (f(1) = f(0)) z + f(0) ——— +00

Tr—r—+o0

Exercice 55 : [énoncé]
Soient a,b € R tels que a < b.
Pour tout z > b on a 7(a,b) < 7(a,x) donc

f(x) = fa) + (x — a)T(a,b)

Si 7(a,b) > 0 alors f(x) PR +00 ce qui est exclu. Par suite 7(a,b) < 0.

Pour tout z < a on a 7(x,a) < 7(a,b) donc

f(x) = fla) + (x — a)7(a,b)

Si 7(a,b) < 0 alors f(x) — 400 ce qui est exclu. Par suite 7(a,b) > 0.
T—r—00

Finalement 7(a,b) = 0 et donc f(a) = f(b).

Exercice 56 : [énoncé]
Soit a < b € R. Par labsurde supposons f(a) # f(b).
Si f(b) > f(a) alors pour tout « > b, 7(a,x) > 7(a,b) donne

f(@) = (& —a)7(a,b) + f(a)
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avec 7(a,b) > 0.
Cette minoration donne f(x) —— 4o0.
T—+00

Si f(b) < f(a) alors pour tout x < a, 7(z,a) < 7(a,b) donne

fla) = (a —2)7(a,b) < f(x)

avec 7(a,b) < 0.
Cette minoration donne f(x) —— +o0.
T——00

Dans les deux cas, f n’est pas majorée. Absurde.

Exercice 57 : [énoncé]

Etudions la continuité en xy € R. Soit a,b € R tels que a < z¢ < b.
Quand = — z§ :

xo < x < b donc 7(xg,x) < 7(x0,b) puis

f(x) < fwo) + (x = xo)7 (0, b)

et a < zg < x donc 7(a, zg) < T(xg,x) puis

f(@o) + (z = wo)7(a,20) < f(2)

Par le théoreme des gendarmes

f(@) = f(2o)

Méme étude pour x — x, puis la conclusion.

Exercice 58 : [énoncé]

a) Soient a < b. Pour tout > b, on a 7(a,z) > 7(a,b). A la limite quand
x — 400, 0 > 7(a,b).

Par suite f est décroissante et puisque f +—O>o 0, on peut conclure f > 0.

b) Posons y = px + ¢ ’équation de 'asymptote engagée et considérons

g:x— f(z) — (px +q).

La fonction g est convexe et g tend vers 0 en 4+oc0. Par suite g est positive et f est
au dessus de son asymptote.

Exercice 59 : [énoncé]
a) t— ﬁ — 1 est développable en série entiére sur |—1/4,1/4] et le coefficient
constant de son développement est nul. Cela permet de prolonger f en une

fonction développable en série entiere sur |—1/4,1/4[ et donc C*°.

b) On définit la fonction

f:=t->1/t/sqrt(1-4*t)-1/t;

On obtient le graphe

plot(£(t), t=-1..1/4);

¢) Le dénominateur de la dérivée seconde de f est obtenu par

denom(normal (D(D(£)) (t)));

Son signe est immédiat, c’est celui de t.

Le numérateur de la dérivée seconde de f est obtenu par

numer (normal (D(D(£)) (£)));

On définit la fonction correspondante

n:=unapply (numer (normal (D(D(£)) (t))), t);

Sa dérivée s’annule en 0 et le signe de sa dérivée seconde est facile. On en déduit
les variations puis le signe du numérateur qui est celui de ¢. Au final f”(t) >0
donc le graphe de f est convexe.

Exercice 60 : [énoncé]
a) Soie,t a,b € I et

A={xe[0,1], f(Aa+ (1 =A)b) < Af(a) + (1= A)f(b)}
On a 0,1 € A et par ’hypothese de travail, on montre
AMpeA=(A+p)/2€A
Par récurrence sur n € N, on a
Vk e {0,1,...,2"} ,k/2" € A
Enfin pour tout A € [0,1], pour &k, = |2"A], on a A, = ky, /2" — X et
FOwat (1= A)b) < Aufla) + (1= Aa) (D)

donne a la limite
fa+ (1 —=X)b) < Af(a)+ (1—N)f(b)

Ainsi la fonction f est convexe.

b) Par ce qui précede, on montre que la fonction g : x + f(z) — Mx?/2 est
convexe.

On en déduit qu’en tout x € I, g est dérivable a droite et a gauche et on a

9g() < ga(x)

Or la fonction z — Mxz2/2 est dérivable donc, par opérations, f est dérivable &
droite et a gauche et on vérifie
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De méme, on montre que la fonction h : x +— f(x) + Mx?/2 est concave et on en Le graphe d’une fonction concave est en dessous de ses tangentes et au dessus de
déduit que pour tout z € I, ses cordes et cela fournit I'inégalité.
b) La fonction & — 2”11 est convexe sur Rt et sa tangente en 1 a pour équation

fi(x) = fi(x)

Finalement f;(z) = f}(z) et donc f est dérivable.

Exercice 61 : [énoncé]
Soit z € R*. Posons ¢ : Rt — R définie par

ply) = flz+y) = fz) = fy)
La fonction ¢ est dérivable et
¢'(y) = fz+y) = v
Puisque f est concave, sa dérivée f’ est décroissante et donc
f@+y) < fy)

On en déduit que ¢ est décroissante et puisque ¢(0) < 0, la fonction ¢ est
négative ce qui fournit I'inégalité demandé

Exercice 62 : [énoncé)

Soit b € I.

Cas b > a.

Puisque a est minimum local de f, il existe a < ¢ < b tel que

fle) = f(a)
La fonction taux de variation en a étant croissante (car f convexe), on a

f®) = fla) _ f(e) = fla)

=
b—a c—a

>0

et done f(b) = f(a)
Le cas b < a est analogue avec considération des signes de b — a et ¢ — a.

Exercice 63 : [énoncé]

a) La fonction z +— sinz est concave sur [0, 7/2], la droite d’équation y = x est sa

tangente en 0 et la droite d’équation y = 2z /7
supporte la corde joignant les points d’abscisses 0 et /2.

y=m+lz—n

Le graphe d’une fonction convexe est au dessus de chacune de ses tangentes et
cela fournit I'inégalité.

Exercice 64 : [énoncé]
f est définie et C*° sur |1, 4o0].

Fla) = —— et f"(x) =

zlnzx

f est concave.
Puisque f est concave :

f (’I;y> s J@) + /)

i.e.

2 2

In <1nx—|—y) > In(nz) + In(iny) =InyInzlny

La fonction exp étant croissante :

lnx—;y > +/Inzxlny

Exercice 65 : [énoncé]
La fonction f: z — % est convexe sur RT™ donc

f<x1+-~-+xn)gf(:cl)+~--+f(xn>

n

d’ou

puis l'inégalité voulue.
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Exercice 66 : [énoncé]

La fonction x — Inx est concave. En appliquant 1’inégalité de concavité entre a?

et b? on obtient ) ) ) .
In(=a? + =b?) > —Ina? + — In b?
p q p q
puis I'inégalité voulue.

Exercice 67 : [énoncé]

La propriété est immédiate pour a = 0 ou b = 0.
Supposons désormais a,b > 0.

Par concavité de la fonction logarithme, on peut affirmer

In(ta+ (1 —t)b) > tlna+ (1 —t)Inbd
et donc
In(a’d* %) < In(ta + (1 —t)b)

puis I'inégalité proposée en composant avec la fonction exponentielle qui est
croissante.

Exercice 68 : [énoncé]
a) Par la concavité de x — Inz, on a pour tout a,b > 0 et tout A € [0, 1]
I'inégalité :

Alna+ (1 —A)Indb < In(Aa+ (1 — A\)b)

Appliquée & A = 1/p, elle donne
1n{75€/l;§ln(a+b>
p q

puis I'inégalité voulue. Enfin celle-ci reste vraie si a = 0 ou b = 0.
b) 11 suffit d’appliquer 'inégalité précédente a

al . b
_ ot b=
p /4 q q
ay + a by + by
¢) De méme on a aussi
a2b2 1 ag 1 bg

W/l +ab /b7 + b pal+ab " qbi+b]

donc en sommant les inégalités obtenues puis en simplifiant on obtient celle
voulue.

d) En reprenant 'inégalité du a) avec

ap bq-

— etb—n

a =

*"G
&Q

puis en sommant les inégalités obtenues, on obtient celle voulue.

Exercice 69 : [énoncé]
a) f:x— In(l+e”) est définie et de classe C*° sur R.

e’ 1 e’

f’(x) = =1- - et f”(fﬂ) = m >0

1+e” 1+e

f est donc convexe.

b)
f<a1+'~+an) < fla)+ -+ flan)
n n
donne
In (1+ea1+n+a”) —1In (H 1—&—6“")
puis

1/n
ajt---+an +an "
1+e™ » <H1+e ’*)

qui donne I'inégalité voulue en partant de ay = In xy.
¢) En factorisant

n 1/n n 1/n n 1/n n b 1/n
k
<H ak> + (H bk) < (H ak> 1+ ( ak)
k=1 k=1 k=1 k=1

puis en vertu de ce qui précede

n 1/n n 1/n n 1/n n b 1/n
(fLn) o (f1e) < (1) ()
k=1 k=1 k=1 k=1 Ok

n 1/n n 1/n n 1/n
(H ak) + (H bk) < (H(ak+bk)>

k=1 k=1 k=1

puis
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Exercice 70 : [énoncé]

Si 'un des x; ou des y; est nul, la relation est immédiate. On suppose désormais

i,y > 0.

En divisant par (z7 ... :cn)l/ " la propriété demandée équivaut a

1L+ (1) < (L4 an) o (L o))"

identité.
Considérons la fonction f : z — In (1 + e%).

f est dérivable et f'(z) = < =1— —L_. La fonction f’ est croissante donc f

(S
1+e® 1+4e®
est convexe.

Par I'inégalité de Jensen :

Val,...,aneR,f<W> <

S|

Pour a; = In a;, on obtient

1 1
ln (1+e;(ln(¥1+-..+0¢n)> < 7(1n(1+a1)+.+111(1+an))
n

puis

In (1 + (Oq e an)l/’n,) < In ((1 + Oél) e (1 + an))l/n

et par la croissance de la fonction exponentielle, on obtient

1+ (ar...an)/" < (14 a1)...(1+an))

Exercice 71 : [énoncé]
f est définie sur [—1, 1] et impaire, étude limitée a [0, 1].
f est de classe C* sur [0,1],

g 1—2a? wo oy x(22? —3)
F@) = =gt '@ = "ppn

f présente une inflexion en 0, tangente y = .
f présente un maximum en x = 1/4/2 de valeur 1/2.

f)y=0et f'(z) — oo, il y a une tangente verticale en 1.
r—

plot(x*sqrt(1-x~2), x=-1..1);

pour tout a; > 0. Etablissons cette

(f(a) +---

1/n

04-

0.21

lll 08 06 04 02 ¥ 02 04 06 o038

La fonction z — /1 — 22

Exercice 72 : [énoncé]
f est définie et de classe C*° sur R.

fl@) =22 —-2)e " et f(2) = (2® — 4o +2)e

f présente un minimum absolu en 0 de valeur 0 et un maximum local en 2 de
valeur 4/e?.

f présente des points d’inflexion en 2 + v/2 et 2 — /2.

f présente une asymptote horizontale d’équation y = 0 en +ooc.

f présente une branche parabolique verticale en —oo.

f:=x->x"2*%exp(-x):

a:=2+sqrt(2) :b:=2-sqrt(2):

plot ([f(x), D(f) (a)*(x-a)+f(a), D(£) (b)*(x-b)+f(b)], x=-1..5,
color=[red, blue, greenl);
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X
0.5
La fonction x — z2e™
Exercice 73 : [énoncé]
f est définie et de classe C™ sur R**.
—1—-2Inx 4Inzx
f(x) = 7 et f'(x) = 23
x 0 1/\/e +00
o 7 2 N 0

En 0 : (Oy) est asymptote.

En +oo : (Ozx) est asymptote.
En 1: f” s’annule avec changement de signe, point d’inflexion.

L’équation de la tangente en ce point est y = —(z — 1) + 3.
plot ([(2*#1n(x)+3)/x, -(x-1)+3], x=0..4, y=-1..4);

2lnz + 3
T

La fonction z —

Exercice 74 : [énoncé]
f est définie sur R et dérivable (par opérations) sur R*.
Par limite de taux de variation on constate que f est aussi dérivable en 0 avec

f(0) = 1.
Sur R*, f(x) =z ce qui achéve ’étude sur RT.
Sur R,
?+ux
fla) = T

présente un minimum en 1 — v/2 de valeur 2¢/2 — 3 et f présente une asymptote
d’équation y = —x — 2, courbe au dessus.
plot([(x"2+x)/(abs(x)+1), -x-2], x=-5..2, y=-1..3);
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La fonction f présente un point d’inflexion en e3/2.
Puisque liénf = —00, il y a une asymptote d’équation x = 0.
Puisque Em f=0,il y a une asymptote d’équation y = 0.
o0
f:=x->1n(x)/x:
a:=exp(3/2):

plot ([£(x), D(f) (a)*(x-a)+f(a)], x=0..2%a, y=-2..1);

1-
.5

.-'"'If “
e 4.5

-
-1.51

Lk

2
La fonction x — T
|z] +1

Exercice 75 : [énoncé]
f est de classe C*°. Ses dérivées premieres et secondes sont

1—-Inz 1 1—Inz -3+4+2Inzx
! o 1" o _
f(x)_ 72 7f (.13)——;—2 3 - 73
On en déduit les variations suivantes
T 0 e + oo

fl@)]—c0 & 1/e N\, 0

T ‘ e

ff@)[- 0 +]

Fd

La fonction z — (Inx)/x
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