
EXERCICES MPSI

Exercice 1 :

Exercice 2 :

Exercice 3 :
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Étudier l’existence des intégrales suivantes :

a)
∫ 1

0
dt

(1−t)
√
t

d)
∫ +∞

0 ln(t) e−t dt

b)
∫ +∞

0
ln t
t2+1 dt

e)
∫ +∞

0
ln(1+t)
t3/2 dt

c)
∫ +∞
−∞

ln(1+t2)
1+t2 dt

f)
∫ +∞

0 sin
( 1
t2

)
dt

g)
∫ +∞

0
te−
√
t

1+t2 dt i)
∫ 1

0
ln t√

(1−t)3
dth)

∫ +∞
0

dt
et−1

Soit f ∈ C2(R,R) telle que f et f ′′ sont de carrés intégrables.
a) Montrer que f ′ est de carré intégrable.
b) Montrer : (∫

R
f ′2
)2
≤
(∫

R
f2
)(∫

R
f ′′2
)

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur les paramètres réels a et b
pour que les intégrales suivantes existent :

a)
∫ +∞

1
dt

ta(t−1)b b)
∫ +∞

0
ta

1+tb dt c)
∫ +∞

0
ta e−t
1+tb dt

Exercice 4 :

Énoncer une condition nécessaire et suffisante sur α ∈ R pour l’existence de∫ +∞

0

t− sin t
tα

dt

1)

2)

Montrer que l’intégrale
∫ +∞

0

sin(t)

t
dt est convergente mais pas absolument.

�� ��Intégrales Impropres
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Exercice 6 :

Exercice 7 :
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Calculer les intégrales suivantes :

a)
∫ +∞

0
dt

(t+1)(t+2)

b)
∫ +∞

0
dt

(et+1)(e−t+1)

c)
∫ +∞

0 ln
(
1 + 1

t2

)
dt

d)
∫ +∞

0 e−
√
t dt

e)
∫ +∞

0
ln t

(1+t)2 dt

a) Justifier l’existence de

I =
∫ 1

0

t− 1
ln t dt

b) Établir

I =
∫ +∞

0

e−x − e−2x

x
dx

c) En séparant cette dernière intégrale en deux, observer

I = lim
ε→0+

∫ 2ε

ε

e−x

x
dx

puis donner la valeur de I.

Exercice 5 : (Intégrales de Bertrand)
Pour α, β ∈ R, on étudiera les intégrales de Bertrand suivantes :∫ +∞

2

1

tα(ln t)β
dt

1) Montrer que

∀α � 1, ∀β ∈ R,
∫ +∞

2

1

tα(ln t)β
dt converge

2) Montrer que

∀α ≺ 1, ∀β ∈ R,
∫ +∞

2

1

tα(ln t)β
dt diverge

3) Soit β ∈ R. Montrer que∫ +∞

2

1

t(ln t)β
dt converge ⇔ β � 1
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Exercice 9 :
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a) Justifier l’existence de

I =
∫ +∞

0

sin3 t

t2
dt

Pour x > 0, on pose

I(x) =
∫ +∞

x

sin3 t

t2
dt

b) On rappelle sin 3a = 3 sin a− 4 sin3 a. Établir que

I(x) = 3
4

∫ 3x

x

sin t
t2

dt

c) En déduire la valeur de I.

Exercice 8 :

a) Montrer que
∀x ∈ R, ex ≥ 1 + x

En déduire
∀t ∈ R, 1− t2 ≤ e−t

2
≤ 1

1 + t2

b) Soit n ∈ N∗. Établir l’existence des intégrales suivantes

I =
∫ +∞

0
e−t

2
dt, In =

∫ 1

0
(1− t2)n dt et Jn =

∫ +∞

0

dt
(1 + t2)n

puis établir

In ≤
I√
n
≤ Jn

c) On pose

Wn =
∫ π/2

0
cosn xdx

Établir
In = W2n+1 et Jn+1 = W2n

d) Trouver une relation de récurrence entre Wn et Wn+2.
En déduire la constance de la suite de terme général

un = (n+ 1)WnWn+1

e) Donner un équivalent de Wn et en déduire la valeur de I.


