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Correction

f(0)= 7 (0+ 0)= f (0)+ f (0) donc f(0) = 0.

Pourtoutz e R, —z€R et f(—z)+ f(z) = f(0) donc f(—z) =—f(z). Ainsi f est impaire.
Raisonnons par récurrence sue N .

Pourn =0. Puisquef(0)= 0 donc f(nz) =nf(x) pourn=0.

Supposons la propriété établie au rang O .

Aurangn+1, f((n+Dz)= f(nz+z)= f(nz)+ f(z) et en vertu de 'hypothése de récurrence,
f(n+Dz)=nf(z)+ f(@z)= (n+1)f (x). Récurrence établie.

PourneZ , n=—p avecpeN et alorsf(nz) = f(—pz) = —f(px) = —pf(z) = nf(x).

Pouru € Q, on peut écrireu = p/q avecpeZ etqe N*. f(u)= f(px1q)= pf(dq). Or

f@= fa/a)=af Wq) donc f(/q)=a/q puis f(u) = f(p/q) =ap/q=au.

Pourz € R, il existe (u,) suite de nombres rationnels convergent wer®ar continuitéf (v, ) — f(z).
D’autre partf(u,) = au, — az donc par unicité de la limite on obtiefi(z) = az .

o est définie et continue siR . ¢(x) zl—lile donc ¢ est strictement croissante. On a le tableau de
€

variation suivant : éﬁ) —° 00 donc ¢ réalise une bijection d& vers}fl,][.

%) -1 7 1

e@)+e) (e -DE’+D+ ' -1 +1)_ e -1 o(z+y)
I+o@)el) (€ +DE'+D)+e —De'—1) e +1 :

ha+y) = Hga+y) = w[%] 01 g(&) = p(h(x) et g(y) = p(h(y)) donc

@) o)) B
W+ y) = [1+¢(h(x))¢(h(y))]‘“" (p(h(x) + h(w)) = () + h()

La fonctioni est continue, donc en introduisant h(1),, on a par la question 1., pour touE R,

ar 71 i i .
© . Notons gu’inversement une telle fonction est otudu

h(z) = az etdoncg(z) = o(h(r)) = —
e

probléme initial posé.



