Moyenne arithmético-géomeétrique

Préliminaire :

Soit f:R™ — R une fonction croissante telle qure—>M soit décroissante.
X

Montrer quef est continue suR*".
(indice : on rappelle qu’une fonction réelle mom@aléfinie sur un intervalle admet en tout poitérieur a cet
intervalle une limite a droite et une limite a ga@que I'on peut comparer a la valeur de la fomctio ce point.)

Partie |

Soit a etb deux réels positifs ou nuls.
On définit deux suites de réels posit{fs) et (v,) par:

u = A , u v
j— +1 LM
{U’O a n non

et, pour toutn € N :

/UO = ,U 1 — uTI, + /UTL )
n+ 2
1. Déterminer ces deux suites ainsi que leursdsrifans les cas suivants
la a=b.

1b a=0etbeR" quelconque.

2. On revient au cas géenéral et on se proposebiitete (u,) et (v,) convergent vers une méme limite.

2.a  Montrer que, pourtout>1, u, <v,, u, <u, ., ety , <v, .

2b  Etablir que, pour tout >1, 0< v, —u, <+ 1
b 27[,

2.c  Conclure.
La limite commune a ces deux suites est appeléenne arithmético-géométrique deet b .

Celle-ci sera désormais notéé(a,b) .
2.d DonnerM(a,a) et M(0,b) pouracR* etbeR*.
Dans la suite de ce probléme, nous pourrons noter,b) et v, (a,b) les suites précédentes.
3. On se propose d’établir quelques propriétésaitle la fonctior(a,b) — M(a,b).
3.a  Montrer queva,b e R* ,M(b,a)=M(a,b).
3.b  Montrer queva,b e R*, YA€ R" ,M(Ma,\b)= M@ D).

a+b

3.c  Montrer queva,b € R*, M(a,b)= MWab, 5 ).
a+b

3.d  Montrer queva,b e R* ,Nab < M(a,b)< ;-

Partie Il

On considére ici la fonctiorf définie sur[0,+oc| par f(z) = M(Lz).



2.a
2.b

3.a

3.b

3.c

Donner f(0) et f(1).

On désire établir la croissance de la fonctfan
Pour cela on considée@< z <y deux réels.
Montrer que, pour toute N, u, (Lz)<wu, Ly) etv,(Lz)<v, Ly).

Conclure.

On étudie ici la continuité dé sur R*.
1
Montrer quevz > 0,f (z)= a:.f[—] .
X

En exploitant le préliminaire, montrer qyieest continue suR™ .

2z

1+z

1+

Montrer quevz > 0,f(z)= 5

f

En déduire qug¢ est continue en 0.
On étudie ici le comportement gleen +oc .

Montrer quevz € R* Nz < f(z) < 1—;3: :

Etudier la limite def en 4o .
Préciser la branche infinie dé en +oc.

z+1

Représenter sur un méme graphe les allureodesdnsz — f(z),z +— Vo etz

En exploitant 'encadrement du I1.4.a, étudéedérivabilité def en 0 et en 1.



