Correction

Partie |

Par récurrence double suc N .

Pourn =0,u, = 0> —1, pourn =1,4, =1> 0, pourn = 2,u, = 1> 1 et pourn = 3,u, = 2> 2.
Supposons la propriété établie au rang 2 et n +1 :

Uy p = un+1+u"%n+(n—l): 2n—1=n+ (o —1>n+ 1puisquen > 2.

Récurrence établie. Clairemenf — +oco .

Par récurrence simple sue N,

Pour n =1,u,u,—u’ =—1: ok

Supposons la propriété établie au rang 1.

gty =0y = (00, )0, =, 0, ) =) =, = (1) = (1)

Récurrence établie

PourU = (—1)"u,,, etV =(—1)""u, ona:

u, ,U+u V =1 et par cette égalité de Bézout :, Au, =1.

Par récurrence sure N .

Pourn=0 onaVvpe N*,up = Uy, o+ uu, Caru, = Oety =1.

Supposons la propriété établie au rang O .

VpeEN U, 4, =U, (0 donc

gy — (gt ) = (u, =, Ju, (0, =, ) =—u, 5, + 1, 4, =0
Récurrence établie.

Posons! = pgcd(, ., », ) et é =pgcdf, w, )-

Onad|u, etéd|u, doncélu,,,
Ainsi 6|u, eté|u,  donco|d.
Inversement, on @ |u, etd|u

= unup + un+lup+l

=u,u, ; +Uu, U, .

n+p

n+p donC d | unup—l = un-%—p

Ord|u, etu,Au,_,=1doncdAu, ,=1.

- u7i+1up -

Puisqued |u,u, , etdAu, ;=1 onad|u, .

Ainsi d |u, etd|u, doncd|¢ .

Par double divisibilité d =6 .

ngd(un+2p ’up ): ngdg‘(n-H))-%—p up ): ngd(H—p u’p %Z pQCdr( u;]

Par récurrence, on obtient qie € N, pgcd(, ., «, )= pgcd, v, .

Ainsi, si r est le reste de la division euclidienne d’un entie N par un entieb € N" on a :
pgcdf, u, )= pgcd¢, ¥, (enprenanth=r,b=p eta=q¢b+r ;sachanyeN).

Suivons l'algorithme d’Euclide calculantA p :

On posea, =n, a, = p, puis on réalise les divisions euclidiennes suestant que les restes obtenus
sont non nuls :

Ay =04, +0,, &, =0,4,+0asg,..., @, , =0, . ,+a puUsae, ,=a g, +0 aveca, =pgcdfp p).
Or, de part 3.c, on obtient

pgcd, u, )= pgcdq, v, ¥ pgcd( w,, ¥ ~ pgcd( u, = pged( B, ,

d’ou le résultat voulu.
Partiell

ECR".
La suite nulle(0) vérifie la relation de récurrence et appartiemtda £ .



3.a

3.b

3.c

Soita,B€R et(a,).(b,)EE .

a.(a,)+6.0,)=(aa, +5b,) et

Vne,aa,,,+ 00, ,=al,, +a,)+ 50, ,+b,)=(aa, +50b, )+ (aa, +06b,)
donca.(a,)+6.0,)€ E .

Ainsi E est un sous-espace vectoriel Re.

Soita,B€R et(a,),(b,)EE .

plon(a,)+B.0,)) = (aay + Bby,aa,+ 5b,) = ap((a, )+ B(6,)

donc ¢ est une application linéaire.

Soit (a,) € kere.

Onaqg,=0 etq, =0.

Par récurrence double, on montfe € N,a, =0 puisquea, ., =a, ,+a, .

Ainsi kerp ={(0)} et doncy est injective.

Soit (z,y) € R?.

Pour (a,) définie para, =z, a,=y etVneN,a, ,=a, ,+a,,lasuite(a,) estbien définie, elle est
élément deE' et on ap((a,)) = (z,y) . Ainsi ¢ est surjective.

Finalementy est bijective et c’est donc un isomorphismeRle espace vectoriel .
Il en découledimE = dimR? = 2.

(qn)eEﬁvneN,qu—Z:qn+1+qn <:>q2:q+l

Les solutions de cette derniére équation gprt etg,=——.
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Les suitegq,’) et (¢,) sont éléments d& .

Montrons qu’elles forment une famille libre.

Supposonsy(q) + 3(q;) = (0) i.e. Vn € N,aq + g3 =0.

Pourn =0, on obtienta+3=0 d'ol 8 =—«

Pourn =1, on obtientag, + 3¢, =0 ce qui donnex(¢; —¢,) =0.

Puisqueg, = ¢,, on concluta =0 puis 3=0.

La famille ((¢;').(¢;)) est une famille libre formée d2= dimE éléments de&, c’est donc une base de

E .

Puisque(u,) € E : (e, B) €R? (u,) = a.(q] )+ B.(q}) i.e. VnEN,u, = aq] + B4, .

Pourn =0, on obtienta+3=0 d'oll 5 =—«.

1

1
4, —49, \/g

Pourn =1, on obtientag, + 8¢, =1 d'oll o =

Ainsi VneN,u, = (1+\/§)n — (17\/_5)] .
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