Introduction a la notion de série numérique

1
une suite réelle, on no{, ),., la suite dont le terme général est donné [ar= Zuk .
k=1

Soit (u,)

n>1

On se propose ici d’étudier la nature de la s@itg), ., en fonction de la suitéu, )

n>1"

Partie | — Etude de quelques exemples

1. On se propose d'étudier dans un premier tempadeu(u,),., est la suite géométrique de terme

n>1
généralu, =q" avecqe R fixé.
l.a  Déterminer la nature d¢,),., dans le cag =1.

1.b  On suppose=1.

Exprimer le terme général d¢,),., puis discuter la nature dg,),., en fonction deg.

n>1

2. On s’intéresse ici a la suife, ) ., de terme géneral, =—.
- n

2.a  Etablir quevz € R, In(1+z)<z puis queVn € N*,In(n +1)— In(n)gl .
n

2.b  En déduire que pour toute N*, S, >In(n+1).
Que dire de(S,),., ?

n>1

3. On s’intéresse maintenant a la s|itg),., de terme général, :iz .
= n
3.a Etablir quevn e N\{0,1}, izs t 1
n n—1 n

3.b  Endéduire que la sui(®,),., est majorée.

3.c  Déterminer la nature d&),., .

=

4. On s’intéresse désormais a la sifite), ., de terme général, =
N n

4.a  Montrer que les suites extraitgs, ,),., et (5,,),., sont adjacentes.

4b  Quelle estla nature d8,),., ?
Partie Il — Propriétés générales.

n
On revient au cadre générafu, )., suite réelle quelconque €f,),., définie parS, = Z“k .
k=1

1. Montrer que si la suitéS, ) ., converge alors;, — 0.

Observer que la réciproque est fausse en vous/appsur I'un des exemples étudiés précédemment.
2. On suppose dans cette question que la gujfe., est formée de réels positifs.

Etudier la monotonie déS, ), ., .

3. On suppose encore q(e,),., est une suite de réels positifs.

On considere de plus une sute),., telle qu'a partir d’'un certain rang, € N* on aitu, <v, eton

n — -n

introduit (7,),., définie par?, = v, .

k=1

3.a  Former une inégalité permettant de compéeet T, pour tout entiem > n,.

3.b Onsuppose qud),., converge. Montrer quéS,),., converge aussi.



3.c

4.a

4.b
4.c

Application :
. Lo
Montrer que si la suitgn“u,),., converge alorgS,), ., converge.

On revient au cas genéralz,), ., Suite de réels de signes quelconques.

n>1

n

On suppose qu%2|uk|] converge et on désire établir q(®),., = [Zuk] converge.
n>1 k=1

k=1 n>1
Pour cela on définit deux nouvelles suites de ngedstifs (u,),., et (u,),., par:
0)

puis on introduit(S,"),., et (S,),., définies par :

n n
+ + - _ -
ST = g u, etsS = g u, .
k=1 k=1

Exprimeru, etlu,| en fonction deu’ et u, .

ur =max(, ,0) et u, =maxCu

n 1

Justifier que(S,’),., et (S,),., convergent.

Conclure.
Généraliser I'implication du 3.c aux suites sé## signes quelconques.



