MP 2024 X-ENS Mathématiques A Un corrigé

Premiére partie
la. On calcule x () (X) = det (XI,, + Mp) = det (Mx), polynéme caractéristique de —Mp, en commencant par les opérations
n

élémentaires : Cq «— Z CipuisL; «—L;—L; 2<i<n):

i=1
X4+n—1 1 1
X 1 1
0 X-1
1 : . .
. . 0 0 X-1 . : ne
X(-m)(X) = |1 - = _ . o =X +n-nX -1t
- K K 1 . . .
1 ... ... 1 X : R 1
0 .0 X-1
1
La matrice —Mj est symétrique réelle, ainsi selon le théoréme spectrale, M est diagonalisable et on a: R” = @ E) (=My)
ASp(—Mo)
1
DbﬁRﬁ::EL%(—Nm)GBEIGA%)
1 1
On remarque que =My | i | = (1 —n) | : | de plus dim (E;_,, (=Mp)) = 1 (multiplicité de 1 —n)
1 1
Ainsi comme E; (=Mp) =E;_, (—Mo)l, on conclut que
1
Sp(—Myp) = {1,1 —n}, E;_,, (—Mg) = Vect et Eq (—My) est Phyperplan d’équation 21 + -+ +xz, =1
1

1b. Pour une matrice A, on pose [A], ; le coefficient en position (4, ). On a alors

det (Mx) = Z €(U)H[MX]1,0(¢)

oeS, =1
= (o) o X sii=j
On remarque que pour o € &, on a H Mx]; o) = X" car V1 <4, 5 <n, [Mx]; ; = . .
e ’ ’ 1  sinon
Ainsi avec la., on a :
(X+n—D)X-1)"" =det (Mx) = Y _ £()X"(?
oeS,
On en déduit que | pour tout z € R, on a Z e(0)’) = (z — )" Yz +n—1)
oc€G,
2. On pose la fonction polynomiale P : x — (z +n — 1)(z — 1)" ! = Z (o)),
ced,
Ainsi| ¥ (o) =P(1)=n-0""=0|carn—1>1.
oeS,
On remarque que Vo € R*, P/(z) = (z —1)" 1+ (n—1)(z - 1)" 2(z+n—-1) = Z e(o)v(o)z’ (1
oce6,
Ainsi | Y e(o)v(o) =P'(1) =n(n—1)-0"* = 2 sin=2
vea 0 sin=>3
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D’un coté on a :

/Olp(a:)dxz 3 5(0)/01351/(0)(195: S <o) [W]: :U; (o)

oS, ceS,, I/(U) +1

et d’un autre coté, on a, par intégration par parties :

/01 Pla)ds = /01(x+n_1)(x—1)”1dx _ [(w i 1)(55_1)71} ””1_/01 (@-y", _E)"d-n) {(m - 1)”+1K:(1)

n om0 n n nin+1)
e =DM =n) (=D nd-n)(1+n) -1 w1’

Dou/0 P(z)dz = " +n(n+1) =(-1) n T 1) =(-1) Py g

On peut alors conclure que U;n V(i()ajrl = (—1)”+1nLle

3. Jenote P, = {0 € &,, : ¢(0) = 1}. On remarque que &, \ P, ={oc € &, : ¢(0) = —1}.
Selon 2., on a alors :

0= Z g(o) = Z e(o) + Z g(o)=Card{c €S, :e(0) =1} — Card{oc € &,, : e(0) = -1}

ceG, o€eP, oG, \Py

d’on ’ Card{c € 6, :¢(0) =1} =Card{c € &, : (o) = —1}‘

Ainsi ‘la probabilité qu'une permutation de &,, tirée uniformément au hasard soit de signature prescrite vaut 1/2 ‘

4. Pour 0 € G,,, on a ‘ v(o) = 0 si et seulement si 0 € D, ‘

En reprenant P de la question 2, on a alors

(n—1(-1)""=P0)= > @0 =>"¢co)= > 1- Y 1

cEG, ocED, 0ED, 0ED,
e(o)=1 e(o)=-1

Ainsi ‘ Card{c € D, :e(0) =1} =Card{o € D,, : e(0) = -1} + (-=1)" "} (n - 1) ‘

5a. Les familles (1,X,...,X™) et (1,(X —1),...,(X —1)™) sont constitués de m + 1 vecteurs de R,,,[X] \ {0}.
De plus elles sont libres car échelonnées en degrés. Comme dim (R,,,[X]) =m + 1,

on peut conclure que ‘les familles (1,X,...,X™) et (1,(X—1),...,(X —=1)™) sont des bases de R,,[X] ‘

5b. Soit k € [0,m]. On a, selon la formule du binéme dans ’anneau commutatif R[X] :

Xk(X1+1)’“i0(];>(}(1)ii(f)(}(l)i ilo(xw‘
i= i= i=k+

Ainsi la colonne de rang k + 1 de la matrice de I’application linéaire identité dans les bases considérées est constituée de :

() ()

On reconnait les coefficients de la ligne de rang k + 1 de la matrice M dans le méme ordre. Ainsi

M' est la matrice de I’application linéaire identité de (1,X,...,X™) vers (1,(X —1),...,(X = 1)™)
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k k m
5c. En remarquant que pour k € [0,m], on a: (X — 1)F = E (Z_>Xz(—l)k_’ = E (—1)’“_Z(Z_>XZ - E 0X*

i=0 i=0 i=k+1
Ainsi les coefficients la k + 1-iéme colonne (0 < k < m) de la matrice identité entre les bases (1,(X —1),..., (X —1)™)
au départ vers (1,X,...,X™) a larrivée sont dans l'ordre : (—1)’“_i(§), cee (—1)1(],:)7 (—1)° (Z), 0,...,0.
Or cette matrice est I'inverse de M', car il s’agit de la réciproque de ’application linéaire identité en échangeant les bases

T “1\
de départ est d’arrivée. Ainsi M = (MT) est inversible et M~! = ((MT) ) .

(8) 0 --- e 0

) (1) :
Ainsi | M est inversible et M~1 = : = ((—1)3_1(;:1)) 1<i<mtl
) o S5

Uo Vo k
5d. Onmnote U= | @ et V=] 1 | € Mpy11(R) tels que Vk € [0,m], up = <
=0

Um Um

k

€> vp. Alors on a MV = U.

~—

k
k
Comme M est inversible, on a V.= M~1U puis : |Vk € [0,m], v = Z(fl k=t <£) ug | selon 5c.
=0

6. Soit n € N*. En posant Dy = 1, on a alors avec un changement d’indice :

n n n
nl = 7_1)D = ( " .)D = (T.l)D‘
En effet, une permutation de [1,n] peut étre caractérisée par le nombre i € [0,n] des ses points fixes puis par le choix de
la parties fixée par icelle ((’;) possibilités) et enfin du choix du dérangement sur les n —i points restants (D,,_; possibilités)
ce qui est compatible si i = n.
La formule reste valable pour n = 0.
On utilise alors la question précédente avec m = n, u; = j! et v; = D; pour obtenir

k k k ke
Vk € [0,n], Dy = vy, = (—n“szlz (—n“fk nopS DT
E=UR= ) (g) ¢ yard (z) D (k—0)!

£=0 £=0

(=D*
!

n
A laide d’un changement d’indices, on a alors | D,, = n! Z
k=0

7a. Il est clair que D,, # 0 car tout cycle de longueur n est un dérangement.
Y, est & valeurs dans {—1,1} si bien que P(Y,, = 1)+ P(Y,, =-1) =1.
De plus a l’aide de 4 et comme on a une probabilité uniforme, on a :

—1)" 1 (n -1 —1)" (-1
]P’(Ynzl)—IP’(Yn:—l):%puis2P(Yn:1):1+( ) D(n )
1 1o 1 (=) n—1) 1 (=) n—1)
Ainsi la ] Y ¢ APY,=1)==-4+—"F " L etP(Y,=-1)==-—~—2 " /
insi la loi de Y,, est donnée par Y, =1) 5 + 2D, et P(Y, ) 5 2D,
7b. En reconnaissant une série exponentielle, on a D,, = n! E (=1) ~  nle”?
PR k! n—-+oo
(=) —1) (=1)""(n—1)e
ainsi 5D, T ol P 0.
1
D’on tout -1,1 lim P(Y,=¢)==
ol | pour tout € € { ,},nﬁufoo ( €) 5
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8a. Z, est a valeurs dans [0,n]. Soit k € [0,n]. En reprenant 6, on a

Card (Z, = k) = Card {0 € &,, |v(0) =k})

|
N
> 3
N
)
1
ol
|
=
—
S
I
&
=
3
|
ol
0
—
=

n—k
1 —1)f
Ainsi |la loi de Z,, est donnée par Vk € [0,n], P(Z, = k) = 7 ( E')
Lo~ 2

1
8b. Pour tout entier naturel k,| lim P(Z, =k) =
n—-+00 e-k!

La condition de I’énoncé « £ < n» est pour le moins étrange.
La « loi limite » est alors P(1) loi de Poisson de paramétre 1.

8c. On commence par la méthode qui semble prévue par ’énoncé.
On a Z, € L' car Z,, est finie.

n n—k
1 _1\¢
Le nombre moyen de points fixes d’une permutation aléatoire vaut | E (Z,) = ((k ] ( El) ) car
k=1 =0 )

_ n _ _ n 1 n—k (71)2 _ +o00
E(Zn) =Y kP(Zn=k)=0+> T a > fln)
k=1

k=0 k=1 £=0
0 sik>n
ot on a posé pour k € N*| fr, :n e N— 1 (—1)* .
Fo 7 sinon
( e~ !
1 = (-Df (=1
La suite (£'> est décroissante de limite nulle donc selon les séries alternées : Vp € N, 0 < Z T < ol =1.
' 0 prd ! !
Ainsi on a )
Vk € N*, V N <
€ , vn e NN, |fk(n)‘ (k‘—l)'

Or la série Z ﬁ converge donc la série de fonctions Z fr converge normalement donc uniformément sur N.
E>1 k>1
1
n—+oo e-(k—1)!
D’ou selon le théoréme de la double limite, on a

Par ailleurs, Yk € N*, fi.(n)

“+o0 “+o0 1 1 “+o0 1
S A o Y T
k=1 k=1 p=0

Ce qui permet de conclure que | E (Z,,) —+> 1| Ce qui est conforme a Uintuition car 1 est l'espérance de P(1).
n——+0oo

Voici une méthode plus simple.

1 sioli) =i
Soit n € N*. Pour 7 € [1,n] note F; la variable aléatoire définie par Vo € &,,, F;(0) = { st o (i) ‘.

0 sinon
L. mn—10 1 . |
On a Card(F; =1) = (n—1)! ainsi P(F; = 1) = — =—douF; ~ B(1/n).
n! n

n n 1

On remarque que Z,, = ZFl (on compte les points fixes). Ainsi par linéarité : | E(Z,) = —=1
n
i=1 i=1

On retrouve bien la limite ci-dessus!
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9. On a6, ={(12),1d} = {(12), (1)(2)} donc l' Z 1+2) 3
€6,

On a & = {(123),(132), (3)(12), (2)(13), (1)(23), ()(2)(3)} done | & Y w(o) = é (2x1+3x24+3) ==

Pour o € &4, on a w(o) € [1,4].

L’identité est 'unique o € G4 tel que w(o) = 4.

On a w(o) = 3 si et seulement si o est un transposition, il y en a (;1) = 6.

On a w(o) =1 si et seulement si o est un cycle de longueur 4 (1, o(1), o%(1), 03(1)) il y en a 3! = 6.
Comme 4! = 24, le nombre de 0 € &4 tel que w(o) =2 est donc de 24 —1 —6 — 6 = 11.

50 25
Donc !Z g (AH6x3+6x1+11x2) =7 =2
ogeESy
10. Soit n € N*. On a car il n’y a que identité
et ‘ s(n,1) = (n —1)! ‘ nombre des cycles de longueur n de la forme (1, o(1), 02(1), ...,, c"71(1)).

On suppose maintenant que n et k sont des entiers tels que 2 < k <n — 1.
Onposel; ={ce (X, =k)|c(l)=1}et Jy={ce (X, =k)|o(l) #1} = (X,, = k) \ I de sorte que

Card(Iy) + Card(J;) = Card(X,, = k) = s(n, k)

A o €14, on peut associer la permutation de [2,n], o’ telle que o' (5) = o (j).

Ainsi construite, en identifiant & (X,,—1 = k — 1) & 'ensemble des permutations de [2,n] composées de k — 1 cycles a
supports disjoints, l'application ¢ € I; — ¢’ € (X,,_1 = k — 1) est bijective. Ainsi

Card(I;) = Card(X,,—1 =k —1)=s(n— 1,k — 1)
A o € Jy, on peut associer v = (¢(1),0") ott o’ : [2,n] — [2,n] telle que

o(l) sio(j)=1
o(j) sinon

Vj € [[2,71]], J,(j) = {

L’application ¢’ alors une permutation de [2,7n] tel que le cycle de o : (1,0(1),...,0%71(1)) de longueur k > 2 devient
le cycle de o’ : (o(1),...,0%1(1)) de longueur k — 1. Les autres cycles de ¢’ sont ceux de o (cycles dont le support ne
contient pas 1).

Ainsi construite application o € J; — v € [2,n] x (X,,—1 = k) est bijective via une identification. Ainsi

Card(J;) = Card ([2,n] X X,—1 =k)) = (n—1)s(n — 1,k)

On peut alors conclure que ‘ s(n,k)=s(n—1,k—1)4+ (n—1)s(n —1,k) ‘

n—1 n
11. Soit € R. On va établir par récurrence sur n € N*, que H (x+1)= Z s(n, k)z"
i=0 k=1

On commence par remarquer que pour n € N* on a s(n,k) =0si k >nouk >

De plus la relation de récurrence établie en 10 est valable pour tout n > 2 et k € N il suffit de tester lecas k > 2et n =2
puis le cas k =1 avec n > 2.

Pour l'initialisation (pour n = 1), on a

1:[(30 +i)=2=s(1,1)z! = Zs(l, k)a®
i=0 k=1
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Pour I'hérédité, soit 'entier n € N* tel que la propriété est vraie au rang n. On a alors :

H(m—i—z (z+n ZS Zs n, k) k“—l—nz s(n, k)z® = s(n,n)z "+1+Z s(n,p—1 xp—l—z ns(n, k)z*+ns(n, 1)zt
i=0 k=1 k=1 k=1 p=2 k=2
donc en utilisant 10, on a

n n+1

H(:c—i—z) s(n+1,n+1 "+1+Z (n,k —1) + ns(n, k))xk+n~(n—1)!-w1:Zs(n—i—l,k)xk

=0 k=1

n—1 n
On peut alors conclure que la propriété est vraie pour tout n € N* : H x+1i) Z s

i=0 k=1
n—1 n
12 Soit n € N*. Je pose P = H(X +4) de sorte que P = Zs(n, k)X* selon 11.
i=0 k=1
Ainsi P/ = Zk‘s(n,k)X’“*1 donc P(1) =n! et P'(1 st n, k).
k=1
X, est & valeurs dans [1,7n] donc X,, € L? et comme la probablhte est uniforme :
. " Card(X "L s(n, k: P’(l) P’
E[X,] = k:— k——= =—(1
Xa] = > kP =2 M Cad(s 2 50 ~p Y
k=1 =1 k=1
’ n—1 1 n 1
Comme P est scindé a racines simples, on a 7= 2 X1i- 2 X1hi o1 Ainsi
“ 1
E[X,] = -
X)=37
k=1

1
Avec le résultat admis, on conclut : |E[X,,] = In(n)+~vy+0 ()
oo n

n
13a. En reprenant le polynome P ci-dessus, on a P” = Z k(k —1)s(n, k) X2
k=2

dott P(1) = zn: k(k — 1)s(n, k) = Xn: k(k — 1)s(n, k). Ainsi
k=2 k=1

|Zk —1)s(n, k) = P//():%ﬂ(l)

P’ / 124 (P/)2 124 P’ 124 " oq
Or (P) =5 " pr =P (P) donc comme ?(1) = Z z selon 12, on a

) 1 n n
On a bien ] Zk(k — Ds(n, k) = ‘ Z
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1
13b. Comme E [X,,] = ] k; (n, k) (selon 12) et que k(k — 1) + k = k2,
k=
1 n
alors avec 13a, on a E;k s(n, k) = ;;7_222

14a. En regroupant par paquets et selon 13, on a

=Y o) = ,Z S B =3 Kl k) =E[X,] +
T k=1

ceS, k=1 c€6S,
w(o)=k

n
1 1
uand n — +o00, on a — = O(1) car la série — converge et
Q : ; = =0(1) ; = g

ZZ (Z 1>2 _ <1n(n)+7+o <i>>2 =In(n)? +2yIn(n) + 4%+ O <1n(nn))

=1 j5=1

n

Ainsi %21 o) (lni”)) et selon 12, E [X,,] = In(n) + v + O (lnfl”)>

i=1

En sommant ces développements asymptotiques, on a donc en prenant,

% Z wo)? = Inn)?+2y+1)nn)++>+v+0 <1n7(1n))

! n—-+oo
ceES,

14b. Par formule de ’espérance sur univers fini, on a
% > (@lo) —n(m)? = 3 (Xalo) = n(n)*P ({o}) = E (X, = In(n))*) = E (X2) = 2In(n)E (X,.) + In(n)*
‘o€G, 0€G,

Selon la question précédente (et univers fini) et 12, on a

In(n) In(n)
2 _ 2 2 _ 2
E (X32) e In(n)*+ (2y+1)In(n) +v*+~v+0 ( - ) et In(n)E(X,) e In(n)* + yIn(n) + O ( -
Par combinaison développements asymptotiques, on a donc en prenant
1 In(n)
X wlo) - m)? | = ) +o? 40 (2
oeS,

15. Soit € > 0 et n € N tel que n > 2.
Comme t — t? est strictement croissante sur R*, on a

(X — In(n)| > eln(n)) = ((X" —In(n))? > 2 1n(n)2) c ((Xn —In(n))? > €2 ln(n)2>
Ainsi (X, — In(n)] > ln(n)) = ((xn —In(n))? > 2 1n(n)2) c ((Xn —In(n))? > €2 1n(n)2).
De plus €2In(n)2? > 0 et (X,, —In(n))* > 0, ainsi selon Markov

2. 2 2 E ((X" B ln(n))2>
P (X, — In(n)| > eln(n)) < P ((Xn —In(n))” > ¢ In(n) ) < £2In(n)?

Or selon 14b, E ((Xn - ln(n))Q) = In(n)++?>+v+0 <ln(n)) et In(n)

n—-+oo n
_E ((Xn - 1n(n))2>

E (X, — n(n))”)
dioi —— o > 0 ce qui nous fournit C > 0 tel que Vo > 2, 0.< —— 0y

_c
e21n(n)

< C.

et on a bien pour tout réel € > 0 et tout entier n > 2, | P (|X,, — In(n)| > eln(n)) <
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Deuxiéme partie

16. On remarque que A est en escaliers sur tout segment. Ainsi b’A est continue par morceaux sur R d’ou lexistence de

17a.

17b.

17c.

Iintégrale. On va procéder par récurrence sur n > 2.

2 2

Pour Dinitialisation, on a » _ axb(k) = a2b(2) et A(2)b(2) — / VA= | > ax | b(2)-0.
k=2 2 2<k<2

L’initialisation est bien vérifiée.

Pour ’hérédité : soit n > 2 tel que Zakb(k) = A(n)b(n) — / b (t)A(t)dt.
k=2 2
n+1 n
On a Z aib(k) — Zakb(k) = apt10(n + 1) et comme A(n+ 1) = ap41 + A(n), on a aussi
k=2 k=2

n+1

n+1 n
Aln+1)b(n+1)— / V(1A (t)dt (A(n)b(n) - / b’(t)A(t)dt) — ans1b(nt1)+A M) (b(n + 1) — b(n))— / V(1A (t)dt

2 2 n

n+1 n+1
Or A est constante sur [n,n + 1] donc / b (t)A(t)dt = / b (t)A(n)dt = A(n) (b(n + 1) — b(n)).
Ainsi it . . .

S arb(k) — S axb(k) = A(n+ Db(n + 1) — / V(AL — <A(n)b(n) _ / b’(t)A(t)dt)
k=2 k=2 2

2

Ce qui conclut ’héridité.

On peut conclure que pour tout entier n > 2, Z arb(k) = A(n)b(n) — / b (t)A(t)dt
k=2 2

Ona J] p=1<4=4", J] p=2<16=4ct [ p=6<16<4® Ainsi\Vne{1,2,3}, [] p<4"

p<l1 P2 P<3 p<n
p premier p premier p premier p premier

On suppose que n est pair ainsi on peut écrire n = 2¢g avec q > 2.
Comme 2¢q n’est pas premier et que la propriété est supposée vraie au rang 2¢ — 1, on a

o= I = I pevocr

PN P<2q p<2q—1
p premier p premier p premier

D’ou ‘ le résultat au rang n si n est pair‘

Soit p premier dans [m + 2,2m + 1].
2m—+1
Onap|(@2m+1)= H k donc v, ((2m +1)!) > 1.
k=1
De plus Vk € [1,m+ 1], pAk =1 car p est premier > m + 1. Ainsi p A (m!- (m + 1)!) = 1 donc v, (m! - (m + 1)!) = 0.

Par conséquent v, ((2”::1)) =, (m) =v, (2m+1)!) — v, (m!- (m+ 1)) > 0.

Donc p | (27?:1), valable pour chaque p premier tel que m+1 < p < 2m + 1.
Ainsi H p divise (27?;1)
m+1<p<2m+1
p premier
2m—+1
2m +1
2m—+1 — 92m+1 _
Ona (*7*) < ( L >_2m =247
k=0
: 2m+1
On a bien ( m ) <4m
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17d. 1l s’agit d’une preuve par récurrence forte. L’initialisation est faite en 17a.

Pour I'hérédité commencée en 17b, il reste a traiter le cas oul n est impair.

On écrit n =2m + 1 avec m > 2. On a H p= H p| x H D
ps<n p<m+1 m+1<p<2m+1
p premier p premier p premier

Commen—1—(m+1)=m-—-1>0,onal<m+1<n—1 ainsi par hypothése de récurrence

0< H p<4m+1

p<m+1
p premier
Comme H pet (*"*) € N* alors selon 17c, on a
m+1<p<2m+1
p premier

m

m+1<p<2m+1
p premier

Par produit, on alors H p < 42Tl —yn

PN
p premier

Ce qui termine la récurrence. On peut conclure que : |si n est un entier naturel non nul, alors H p < 4"

PN,
p premier

18. Dans [1,7n], il y a E(n/p*) multiples de p* et E(n/p**!) multiples de p**1. Il y a donc E(n/p*) — E(n/p**!) éléments de

valuation p-adique valant k. Remarquons que ce nombre est nul pour k assez grand.
Puisque v, est multiplicative (v,(ab) = vp(a)vp(b)), on a

n

vp(n) = 3 vy(a)

a=1

Dans cette somme de termes positifs, il y a E(n/p*) — E(n/p**!) entiers a qui apportent une contribution égale 4 k. On

a donc (la somme est en fait finie)
+o0
n n
volnl) = 3k (E (k) B (,M))
1 b p

Comme E(n/p") est nul pour k assez grand, on peut effectuer un décalage d’indice dans la seconde :

vy (nh) = :ikE (%) - Y- ()

k=2

+oo
n
les termes se simplifient et il reste | v,(n!) = Z E (k>
p
k=1

Comme Vz € R, z — 1 < E(z) < z, on a alors dans [0, +00] (termes positifs) :

—+oo +oo
n n n n n 1 n
——1<E|— <§ E(— <E —_—
p <p1> Pt (pk)

—k:— — = —
=" pl-1/p p-1

n n np—1+1) n
De plus — + = —
p plp—1) p(p—1) p—1
n n n
Ainsionabien|——-1<v,(n!) < =+ —
p p(nl) p plp—1)
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19a.

19b.

19c.

19d. Soit n > 2. En posant L = Z Kk

k+1

k 2
In est croissante et continue sur R* d’ou V& > 2, / In(t)dt < In(k) < / In(t)dt et 0 = In(1) < / In(t)dt.
k—1 k 1

Soit n € N*, on a selon Chasles

Or par intégrations par parties, on a / In(t)dt = [t ln(t)]ng - / 1dt = nln(n) — n.
1 1

Ainsi 0 < Zln (nln(n) —n) <In(n+1) =In(n) + In(1 + 1/n).
Or quand n — 400, alors In(1 + 1/n) — 0, donc In(1 + 1/n) = O(In(n)) puis In(n + 1) = O(In(n))
On a bien kz_l In(k) i nln(n) —n + O(In(n))
Par théoréme de la décomposition en facteur premier, on a n! = H pvr ()
n!
p pﬁfmier

Soit p € [n + 1,n!] premier. Alors p ne divise pas n! et donc v, (n!) = 0. Ainsi H prr) =1

n<p<n!
p premier

On a bien |n! = H p”p(”’) % 1= H pup(n!)

133 PN
p premier p premier

D’ou In(n!) = Z vp (n!) In(p) puis avec 18 on a

PN,
p premier

3 (”_1) In(p) <In(n) < (Z+p(p”1)> In(p)

PN, p PN
p premier p premier

or en utilisant 17, on a Z In(p) =1In H p| <In(4") =4In(n).

p<n PN
p premier p premier
1 1 1
On en déduit que |n E In(p) _ nin(4) <Iln(n!) <n E n(p) +n E u(p)
— p = P — plp—1)
pn psn pLEn
p premier p premier p premier

In(k) In(k)
k(k—1) " k2

=0 (1/k3/2) or la série Z 1/k3/2 converge.

Quand k — 400, on a k3/2
In(k)
Wk —1)

In(k
Ainsi par comparaison de séries a termes positifs, | la série Z k(k()l)
k>2

— 0 par croissance comparée.

donc

converge | car converge absolument.

ln(k)
-1

(€ R selon 19c¢), on a

In( " In( X In(
0< §: (n—l E:kn—l\Ejkn—l

psn =2
p premier
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20a.

20b.

In(p) In(n!)

In(p)

Ainsi selon 19b, on a —In(4) < < ——= + L donc
2o MenTs LT
pxn psn
p premier p premier
In(p) In(n!)
-L< — <1
DRI L
psn
p premier
1 In(n!
donc quand n — 400, on a Z In(p) = n(n}) +0(1)
D n
ps<n
p premier
. In(n!) 1< B In(n)\
puis avec 19a, on a e Zln(k) =In(n)—1+0 ( n =In(n) + O(1).
k=1
Ainsi Z In(p) = In(n) +0(1)
p n——+00
pn
p premier
In(k) b est .
On considére la suite (ay)r>2 définie par aj = S1 A eSt pretmer
0 sinon

Ainsi en posant A comme en 16, on a

2<k<t p<t
p premier

On pose également b : t — ui est bien de classe C! sur [2,+o0].

1
@ ¢

Avec 16, on a alors " axb(k) = A(n)b(n) — / Y (1) A()dE don
2

k=2

In(p) =R(n)b(n) + In(n nfn’ [y n
3 b(p) = R(n)b(n) + In(n)b(n) / Y (OR()dt / (1) In(t)dt

p<n P
p premier
-1
Comme b’ : t — ————, on a alors
tln(t)?
1 R " —R(t o1
Yoo= OU+1—/) (Lu—/
P In(n) o tln(t) o tln(t)
p premier

1 R " R(t
On peut alors conclure que Z = =1+1Iny(n) — Ina(2) + (n) +/ t(() dt
2

= In(n) In(t))?
p premier

. R(t)

Comme R est continue par morceaux sur [2, +o0o[, alors ¢ — ———— Dest.
t(In(t))?

Quand t — +00+ 00, on note n =E(t). Onan <t <n+1et —In(t) +In(n) < R(t) —R(n) < @
Ainsi —In(1+1/n) = —In(n+ 1) +In(n) < R(t) —R(n) < @
Or n = E(t) — +oo donc R(t) — R(n) = 0 d’ot R(¢) — R(n) = O(1)

De plus selon 19d, on a

R(n) = —1In(n) + Z ln;p) =0(1)
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20c.

21a.

Ainsi R(t) = O(1) donc

R() 1
Hn(0)? t-5700 O (t<1n<t>>2>

Lﬂmmigﬁz[gé}rjnzhén<+m

1
Ainsi la fonction continue ¢ — O est intégrable sur [2, +oo|.

Or par calcul dans [0, 4+00], on

. . R y
donc par comparaison, | la fonction ¢ — ———— est intégrable sur [2, +oo]

t(In(2))

+oo t
Je note | ¢; = 1 —1Iny(2) +/ t(R( ) dt | qui est bien défini selon 20b et pour n > 2, on a
2

In(#))

(1 ~ng(2) + 2 / t(R”) dt) —e = M / ROy,

In(n) In(t))? n—+co In(n) t(In(¢))?
1
Selon ce qui a été fait en 20b, on a R(t) L= O(1) donc 1131((:3 o 0] <ln(n)> et

1
ou la fonction ¢ — G est positive et intégrable sur [2,400].

Ainsi par intégration des relations de comparaison :

+oo
1 1
Par un calcul analogue en 20b, on a /n t(ln(t))th = m(n)’
. 1 1
Ce qui permet de conclure, avec 20a, que Z - = Ilns(n)+e1+0 | —
<, bmnote In(n)
p pfe;nier

Soit n € NN [1,z]. On remarque que
{neNN[l,z] : n=0(modq)} = {bq: q € [1,E(x/q)]}
Comme P'application b — bg est une bijection de R vers R, alors

X

Card{n e NN [1,z] : n = 0(modgq)}) — g = Card ([1,E(z/q)]) — g =E () — g

q

donc | Card{n € NN [1,z] : n = 0(modgq)}) — e [—1,0] est bornée en valeur absolue par 1 indépendant de = et de ¢
q
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21b. Quand z — o0,

E(z/p)
Sem=| ¥ o= X o= Y= ¥ (S )= ¥ s(5)

n<x n<e pln n<x pgm. pgzr. q=1 pgz. p
p premier pln p premier p premier p premier
p premier qp<x

s T3l T bG)-

< ) 1<a+l

n<T P p<z P
p premier p premier p premier

Par conséquent, on a

1 1

- wn) = -+0(1

LS um= X Leow

n<T p<T
p premier
A Taide de 20 t concl LS wn) = my(e) +0(1)
alae de a, Ol peut conclure que - 8 wn m~>_+oo No (T
n<x

22a. Quand r — 400, on a

% Z (w(n) — 1n2($))2 _ % Zw(n)Q B 2111;(33) Zw(n) n Z lngix)

21
Selon 21b, on a _%(x) Z w(n) = —21Iny(x)* 4+ O (Iny(x)) et

n<
Ing ()2 Ing (z)? N In(In(z)) In(x)
=Y EB(p) 2 =] 1 —_— E(z) —
by (@255 — o)+ g S () )
In(1 1 1 2
Comme w %) (Ba) ) = 0(1),alors 3 20 10 (02 + 0 (1na(2)
nx
: 1 2 1 2 2
P é Y= — = - —
ar somme de développements asymptotiques - Z (w(n) —Iny(z)) T Z w(n) Ing(z)* 4+ O (Ina(z))
n<x n<x
22b. L’idée est la méme qu’en 21b, pour n € N*, on a w(n)? = Z 1 Z 1] = Z 1. Ainsi
piln p2ln piln
p1 premier p2 premier pa2|n )
p1,p2 premiers
dowmP= 3 Y i= > > 1
n<w pi<z  n<w pi<a pa<s  n<w
p2< . pl\n p1 premier po premier p1|n
p1,p2 premiers p,|n p2ln

C’est a dire E w(n)? = E E Card{n e N*:n < z,p; | net ps|n}
n<a pi<= pa<z
p1 premier pp premier

22c. La somme proposée est le cardinal de ’ensemble des triplets (p1, p2,n) tels que p1, pa sont des nombres premiers différents
et p1pa|n (ceci équivalent & py|n et pa|n quand p; A pa = 1). C’est donc aussi

P1,P2KT h1p2 P1,P2<T e pPsT P
p1#p2 premiers Pp1,p2 premiers p premier
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On a tout d’abord

o< Y E(x)<x7T6:O(xln2(as))

p<T
p premier

Pour estimer ’autre terme, on remarque que

x X X
Z <p1p2 - 1) s Z E <p1p2> S Z p1p2

P1,P2SZT P1,P2<T P1,P2<T
Pp1,p2 premiers Pp1,p2 premiers Pp1,p2 premiers
Avec 20c,
2
T 1
2
E =z E — | =ana(x)* 4+ O(xIng(x))
1P2
P1,p2 KT pp PN p
Pp1,p2 premiers p premier

et ainsi

rlng(2)? + O(xInz(z)) — afz) < Z E ( z ) < zlng(x)? 4+ O(x Ing(x))
P1,P2 ST P1pz
p1,p2 premiers

ot a(x) est le nombre de couples (p1,p2) de nombres premiers tels que p1ps < .
Pour conclure a I’égalité demandée, il nous suffit de montrer que a(x) = O(z lnz(z)).

Pour un p; fixé, il y a au plus E ( ) valeurs de ps convenables. On a donc

Pr
0<az) < Z E(x><x Z 1
p p

P P
p premier p premier

et la question 20c (ou ce qu’on a vu en 21b) donne en effet o(z) = O(xInz(x)). On a bien

E Card{n e N*:n <, p; |netpy|n} | —xlny(z)? = O (zlng(x))
T—+o0
P1,p2<T
p1#p2 premiers

22d. Avec 22b et 22c, on obtient que

zIny(z)? 4+ O(x Ing(x)) + Z Card{n e N*:n < z,p|n}

(]
€
g
[}
I

n<e pgx.
p premier
x
= zlnp(2)’ +O(xlng(x))+ » E <)
P p
p premier

On a vu en 21b que cette derniére somme vaut zlng(z) + O(x). On a ainsi

% Z w(n)z = 1H2(.’£)2 + O(IHQ(x))

nLx

et avec 22a, on conclut que
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23. L’ensemble S N [1, /z[ est de cardinal

<V et ainsi

lim fCard{n<\/E neSt=0

r—+00 I
On s’intéresse désormais & ’ensemble
S =8NV,
On remarque que
—1 2
VHES,WWL«$WDQZlmW%0<m%®—mwﬂ<m@%mﬂm>hd¢@
2
Dans un premier temps, on écrit que
1
Z (w(n )1 ta(n > Z VIna(n) > Card(S8")y/Ina(v/z)
nes’ na(n) nes’
ou encore | )
1 _
Card(sl) g Z (W(n) n2(n))
Iny (/) = Ins(n)

On va désormais majorer ce terme. Comme (a + b)?

< 2a? +2b2, on a (pour n € S')

(w(n) — Ing(n))? < 2(w(n) — Ing(z))? + 2(Ing(x) — Ing(n))? < 2(w(n) — Ing(x))* 4 21n(2)?
On divise par Inz(n) et on somme :
(w(n) —Iny(n))? 1n2 D) L o122 1
g/ Ins(n) S 2%/ 1112 +2In(2) = Ins(n)
2 i ()2 z1n(2)?
<1ngwmlx»+mwa
2z T
< mO(IHQ(I)) +0 (W) avec 22(d)
- o)
On en déduit que
Cauusqzzc)<ib>
Ina (V)
et ainsi
IETOO ECard{n z:neS=0
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