Correction

n n

la Soitu,veE. VneN,(uxv)(n)= i:u(k)v(n —k) fzf_k:Zu(n — ()= Zv(k)u(n —k)=(v*xu)(n).

k=0
Par suiteuxv =v+xu et on peut conclure que est commutative.

Soit u,v,weE . VnEN[(u*v)*w (n)= Z(u*v)(k)w(n k)= ZZU(K)U(I{: Ow(n—k) et

n—k n_ n—k

[u*(v*w)](n)—Zu(k)Zv(ﬁ)w(n k—10)= ZZu(k)v(E)w(n k—12).

k=0 =0 (=0
Pour identifier les deux expressions, plu5|eursa1ehes sont possibles :
Q) [(u*v)*w}(n) = Z u(p)v(Qu(r) = [u*(v*w)}(n) .
ptg+r=n

n_ n—k n_ n—k

[u*(v*w) (n)—ZZu(k)v(é)w(n k— f) ZZu(k)v(n k—Nw(l")

) k=0 =0 okt 0
—ZZu(k)v(n k— é)w(é) ZZU(I{:)U(Z k)w(n — é)—[(u*v)*w](n)

1b SoitueE.VneN,(uxe)(n)= Zu(k)a(n —k)=0+--4+0+ul)=u{m) doncuxc=u.
k=0
Par commutativité, on aussiku = u et on peut donc conclure qéeest élément neutre.

1l.c Soitu,v,weE.VneN ona:

[k (ot w)] (1) = S u(k)(w -+ w)(n— k) = 3 k) — k) +w(n— k)

= iu(k)v(n —k)+ iu(k)w(n —k) = (uxv)(n) + (uxw)(n) = [(uxv) + (uxw)|(n)

Par suiteu* (v+w) = (uxv) + (uxw) et par commutativité (v + w)*u = (v*u)+ (wrw) .
Finalement+ est distributive sur-.

1.d (F,+,%) estun anneau commutatif de nulle la suite ndlBé&ément unité la suite .

2.a Cherchong € F tel queuxv=c i.e. tel que(uxv)(0)=1 et Vn &€ N* (u*xv)(n) =0
(u*v)(0)=u(0) (0)= 1 imposewv(0)=1.
(uxv)@Q)=u(Ow @)+ v @Qu (0)=v (AH p= (imposev(l)=—
(uxv)(2) = (0w (2)+u Ly W+ u (2) (0)=v (2)- p*+p?= (imposev(2)= 0 et ainsi de suite.
Suite a cette étude nous visualisons quel doitl'&ixerse dew, il ne reste plus qu’'a vérifier que « ca
marche » :
Soit v la suite définie pav(0)=1, v(1)=—p etVn>2,0(n)=0
On a(uxv)(0)=u(0p(0)=1, (uxv)D)=uOp@)+v@Qu (0)=v AH+p= (etVn>2:

(uxv)(n) = u(k)o(n—k)=0+---+0+p" " x (=p)+p" x 1= 0.
k=0
Finalementuxv =¢ et par commutativité xu = ¢ . Ainsi u est inversible et d’inverse.

2b FCE.
¢ € F car la suitez est nulle a partir du rang 1.
Soit u,v € F' . Il existe p,g ¢ N tel queVn > p,u(n)=0 et Vn>gq,v(n)=0

D’une part :¥n>max({p g ), —v )@ )= Oetdoncu—ve F.

D’autre part :Vn > p+q,(uxv)(n)= Zu(k)v(n k)= Zu(k)v(n k)+ Z u(k)v(n—k) .

= k=p+1

P
Or > u(k)v(n—k)=0 carVk<p onan—k>n—p>q doncu(n—Fk) =

k=0

et Z u(k)v(n—k)=0 carVk>p+1 onau(k)=0. Ainsi (uxv)(n)=0

k=p+1



2.Cc

3.a

3.b

4.a

4.b

4.c

Finalementuxv e F' .
Ainsi F' est un sous anneau (B, +,x).

Clairementf(c)=¢. Soitu,ve F. VneN ona
[flut)]() = (D" @+o)n)= D'u@)+ ) ve)=[f @) @)+ ) e)=fu)+fe) @)
Donc f(u+v) = f(u)+ f(v) .

[Fux0)]() = (1) (usv)(n) = (—1)"ju(k)v(n—k)= 2 CYul)e ) oa—k)

n

donc [f(uxv)](n) = Y[ £(w)|(k)[f(0)](n—k) =] f(u)* f(v)](n)

k=0

donc f(uxv) = f(u)* f(v).

Finalementf est un endomorphisme de I'anne@i+,% ).

De plusVue E ¥neN ona[f(f(w)](n)=(-1)"fw)(n)= (-1 - 1fu{@)=u () donc

(fof)w)=wu puis f=1Id,. Ainsi f est une involution. C’est donc une bijection efpeut alors parler
d’automorphisme involutif.

Soitu € E inversible ety sont inverse.

uxv=¢c donne(uxv)(0)=1i.e. u(0O)v(0)= 1. Par suiteu(0)= 0.

Soitu € £ tel queu(0)= 0. Soitv e E la suite définie par :

n

1 Zu(k)v(n—k)
U(O):m et Vne N*, v(n) =— 20)

Cette suite est correctement définie et on a dpare(u+v)(0) =1 et d’autre

part Vn € N*, (uxv)(n) = 3 u(k)o(n — k) = u(O (1) + > uk (@ —k)= O de sorte querxv=e . De
k=0 k=1

plus par commutativité x« = ¢ et on peut conclure que est inversible (et d'inverse).

{n € N/u(n)=0} estune partie d& non vide caru=0.

Puisque toute partie non vide fie posseéde un plus petit élément, I'existencepdest assurée.
De méme pour I'existence dg

Wsn)(p+ Q) =S u®yo(p+a—k) =S ko +q— ) +u@el@ + S u®op+q—h).

p—1
Or > u(k)v(p+q—k)=0 carVk<p—1onau(k)=0,
k=0
ptq
et > u(k)v(p+q—k)=0 carvVk>p+lonap+q—k<q—1doncuv(k)=0.

k=p+1

Finalement(u xv)(p + q) = u(p)v(q) = 0.

Par le résultat ci-dessus=0 et v =0=u*xv=0.
Par contraposéexv=0=u=0 ouv=0.

De plus I'anneay E,+,*) est commutatif et non réduit{®} , il est donc integre.



