Correction

Préliminaire
Pour toutae}0,+oo[ la croissance d¢ assure I'existence dbm f(z) et donnehm f(zx) > f(a) . D'autre
part la décroissance dae|—>M assure I'existencbm —— /() et donnelim ——= f(x) f(a)

T z—a" z—a"
sur les limiteslim ——= f( ) 1I|m f(z) etla comparaison précédente fourhlm f(z) < f(a) (cara>0). Par

z—a’ aq—s{]

double inégalité .I|m+ f(z) = f(a) etdoncf estcontinue a droite an. De méme, on obtient la continuité a

. De plus par opération

gauche def ena .

Partie |

l.a Les suites sont constante égales a la valeumooea =b . La limite de celles-ci est encore cette valeur.

1.b  Parrécurrence, on vérifie aisément gye=0 et v, = pour toutn € N. Ces deux suites convergent

vers 0.
. T+y . - .
2.a  Puisques,b>0 et quevz,y>0, — et \/zy existent et sont positifs, on peut assurer I'exise des
suites(u,) et (v,) et affirmer leur positivité.

Il est connu que pour toutb € R : 2ab <a”+b* et donc pour toutr,y € R* : \Jzy gw——gy . Par suite

+v u, +v

— 1 1 —

*' n n—1"n—-1 - - n ’ n+l n“n — “'n n+l —"

VneN", u, =.ju, ,v <T puis u wv >u etv > <uw,.
1

2b (vn+l - u7i+1) _E(vn - un) = un - un+l S O donc vn+l n+1 — ('U )

Par récurrence, —u, < 12 pour toutn >1.

2.c  Par les résultats précédents, on peut affifmgy,., croissante(uv,),., décroissante et

n/n>1
"!m (v, —u,)=0. Les suiteqv, ) et (v,) sontdonc adjacentes a partir du rang 1 et cgenérdonc
vers une méme limite.
2.d  Par les résultats obtenus en 1.a et M(a,a) =a et M(0,6)=0
3.a Onobserve pour>1: u, (a,b)=u,(b,a) etv, (a,b)=v, (b,a) donc M(a,b)=M(b,a).

3.b  Onobserve pout >0 : u, (Aa, b) = Au, (a,b) et v, (Aa,\b)=Av, (a,b) donc M(Aa,\b)=AM(a,b).

3.c  Onobserve, pout >0 : unﬂ(a,b):un(\/ﬁ,a;b al(a,d)=wv, (\/E,a—;_b) donc
M(a,b) = Mab, 2Ly

3.d Par le théoréme des suites adjacentes, oraffeater que deux suites adjacentes encadrentrsieli
Ainsi u(a,b) < M(a,b) < v,(a,b) i.e. Va,b € R Nab < M(a,b)< ath

Partie 11

1. f(0)=0et f(1)=1.
2.a  Par une récurrence facile.
2.b  Parpassage a la limifgz) < f(y) . Ainsi f est croissante.



3.a

3.b

3.c

3.d

4.a

4.b

flz)=M@Q,z)=2M (l D)=z M (1,E )=zf (1= ) obtenue en exploitant 1.3.a et 1.3.b

f()

Par compositiong — f(—) est décroissante donc— ——= est décroissante.

Par le préliminaire, on peut affirmer qyeest continue su}0,+oo[.
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f@)=MQQz)=M

La fonctionf est positive et croissante dotim f(x) existe.

70"
En passant la relation du 11.3.c a la limite quand> 0", on obtientlir’g f(z) :%Iirrg+ f(z) etdonc
!irq f(z) =0=f(0). Ainsi f est continue en 0.

1—|—z

Par 1.3.d f<M(1m)<T etdoncvz e R* Vz < f(z) <
Par comparalsomm (@) =+o00.

f(z) =flYr)——— ————f(0)= 0 donc f admet une branche parabolique horizontale.

Faire une figure...

Pourh >0 : “1+ -1 f(1+h) f(1)<2donc’|Lrp+w:_;L_
Pourh <0 : ; f(1+h) f(l) “1+ c’Iiﬁn(?f—f(Hhh)if(l):E1

[ est dérivable en 1 g‘t’(l):



