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Quelques rappels sur les variables aléatoires a densité :

e Une variable aléatoire X est dite a densité si il existe une fonction f définie de R dans R , continue par morceaux et
+oo

admet un nombre fini de points de discontinuité , intégrable sur R et (z)dxz = 1 telle que pour tous réels a < b
—00

b
onaPla< X <b) = / f(z)dx.
e La fonction de répartition de f, notée F'y, est définie par Fy : z / f(t)dt.
Pour tous réels a < bon a P(a < X <b) = Fy(b) — Fx(a) . En tout I)oocint x ou f est continue on a Fi(z) = f(x).
+o00
e Sila fonction ¢ ¢f(t) est intégrable sur R alors 'espérance de X est donnée par E(X) = / tf(t)dt.

e Si la fonction t > t2 f(t) est intégrable sur R alors la variance de X est donnée par
V(X) = E((X - £(X))?) = E(X?) — E(X)?

et 'écart-type est égale & oy = /V(X).

Exercice

A —34
1—
1. a) Onapour A>0 / e 3%dy = % , donc I'intégrale I converge et Iy = 3.
0

b) On sait que, pour tout entier naturel n , z"*2e73* — 0donc z"e3* = o (m%) .
T—+00 T—+00
1
c) Soit n € N . La fonction z — est intégrable au voisinage de l'infinie , donc la fonction = e 3 est
x
intégrable sur [0, +o0[ , d’ou la convergence de l'intégrale I,,.
2. Soitn € N et A >0, une intégration par parties donne
A A _ A3z 4
/ " tle3%dy = / antl ( ° ) dz
0 0 3
A
= ;1 [mn-ﬁ—le—Sx ]A + (n+ 1) / xne—31dx
3 0
A 1 A
— A"t n+1
ainsi / aHle 3Ty = 34 4 u/ e 3 dy
0 3 3 0
. L . . . (n+1)
3. Dans la relation précédente on fait tendre un A vers +oo , on obtient pour tout entier naturel n , | I, ; = 3 I,
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4. Soit n € N . De la question précédente on a

n!
puisque I, = % alors |, = il
. 0 six <0 i ) ]
5. Soit f(x) = , dont une représentation graphique :
Tl +z)e™ siz>0

f(x)

N [e}

f est une fonction de densité car

39

/::o:cf(x)dzZ(IOJrIl) = % (lJrl) =1.

a) D’aprés 1.b) on a zf(z) o0 © (=) donc la fonction x - x f(x) est intégrable sur [0, 4+-o00[ donc intégrable sur R

par suite X admet une espérance .

On a

E(X) = / :O o f (@)

9 +oo
= 7/ (1 +z)e 3%dx
4h
9
= 1 (I, + 1)
()
C4\9 27
ainsi | E(X) = >
12
b) De méme la fonction z + 22 f(x) est intégrable sur R donc X admet une variance .
On a
) +o0 ) 9 1
EX) = [ @ f)de = L+ 1) =5
oo 3
ot |V(X) = E(X2) — E(X)? = 2>
144




Probléme.

Pour tout réel strictement positif ¢ , on considere les deux fonctions f, et g, qui sont définies sur R par,

o2 0 siz <0
fil)=e"" et ga)= .
tef,(x) siz>0

Une représentation graphique dans le cas t = 2 :

fo(z) 95()
1 4
0.5
x
—2 —1 1 2 —2 —1 1 2
Dans toute la suite du probléme, on prend t un réel strictement positif
Partie 1: Etude d’une variable aléatoire
z2 22
1. a) Soit t > 0. La fonction z i+ z™e "2 est continue sur [0, +oo[ et etz =0 (J5) , donc elle est intégrable
T—r+00

+o0
sur [0, +o0], ainsi Uintégrale I,, = / a™ f,(x)dz est convergente , pour tout entier n .
0

b) Ona
too x U=x ]. too U
IO:/ et dx :\/{—/ % du
0 Vit Jo
™
d Iy=4/=
onc | I, 5
c) Ona
400
I, = / re v dx
0
-1 +oo 2\
= 7/ (e_t;) dl‘
tJy
—1
= —( lim e t22—1>
t A—+00
1
donc | I; = n

2. a) Soitn>2etuc€l[0,+oof,ona



b)

b)

c)

une intégration par parties donne

“ —1 227 -1 [ 2
/ 2" f(x)de = — [x”_le_tT} + = / " 2e 2 dw
0 0

¢ 0 t

“ —y ! n—1 [
ainsi / " f(z)dx = ; filu) + ; / 2" 2 f (z)dx | .
0 0
_unfl
Puisque ; fi(w) — 0 et les intégrales sont convergentes, alors par passage a la limite on trouve
U——+00
+00 n—1 +00
[ anmar =" [ e @
0 t
N . n—1
Ainsi pour tout entier n > 2,| I, = " I,

La fonction g, est continue positive sur R . Soit A >0 on a

/A g;(z)dx = /OA taxf,(z)dx

—A

+00 +oo
I’intégrale / tef,(z)dx est convergente donc 'intégrale / g.(x)dx est convergente , par passage & la limite

—00

ona oo oo
/ g;(z)dx = / tef,(x)de =tI; =1
—00 0

Ainsi g, est une densité de probabilité.

Soit x € R, on a

xr
@) = [ gludu
= / tue~t's du
0
x N
= /—(e_t7> du
o
ainsi | F}(z) = 1—et%
Fy(x)
1, _________________
x\l
-2 —1 1 2

Pour tout > 0, on a zg,(z) = tz?f,(z) donc la fonction =  zg,(x) est intégrable sur R , par suite X, admet

une espérance et

E(X,) = / :o 2g,(2)dz

t /O+O° 22 f,(x)dx

= I,



1 1
les questions 2)b) et 1)b) donnent : I, = ;Io =3 %
’/T
Ainsi |E(X,) =4/ =—|
insi | E (X,) 5

d) Comme précédemment la fonction = + 2%g,(x) est intégrable sur R , donc X, admet une variance V (X,) .

On a
+o0
/ 22g,(x)dx

il
/N
—~
NN
~—

[\
~—
Il

7“1a3
= t/ 23 f,(x)dx
0
=t
2 1 2
avec I3 = ;Il et I, = n donc | E ((Xt)2> =7
4—m

Et on a V(X,) = E((X,)?) — E(X,)? donc | V(X,) =

4— 4—
e) Onaa(Xt):\/Tﬂ-,donca(Xt)zlsietseulementsi t= 27T.

4. Pour tout entier naturel k, on note les deux événements A, et B), de la fagon suivante:

Ay = (V2k < X, <V2k+1) et B, = (V2k+1 < X, < V2k +2)

a) Ona

P(4,) = P(V2k<X,<V2k+1)

2k-+
- / ()
V2k

dr
= F,(V2k+1)— F,(V2k)

=

on sait que Fy(z) =1—e % | donc|P(4;) =e (1 —e2)]|.

z2 t ‘

De méme P(B,) = F,(v2k + 2) — Fy(vV2k + 1) et |P(B,) = e tht2)(1 —e 2))|.

b) i) Lasérie > e™'™ est géométrique est convergente donc la série > P (A4,,) est convergente

n>0 n>0
+oo l—e% 1
et P(A,) = =
t t
o i 1—e 2 e 2
ii) De méme on a la série Y P (B,,) est convergente et | > P(B,,) =e 2 ;= -
n>0 n=0 I—e” 1+e 2
400 400 1
iii) Les événements (A;), _ sont deux & deux disjoints donc P ( U An> => P(A, = -
=0 n=0 n=0 1+e2
+oo +oo e—%
De méme on a (Bk)k>0 sont deux a deux disjoints et P ( U Bn> => P(B,) = - .
"~ n=0 n=0 1+e2

+oo +00
Donc on a P ( U An> =P ( U B, | si et seulement si ¢t =0, ce qui contredit le fait que ¢ > 0.
n=0 =0

+00 1 +o00 +o00 1
Remarquons que P | |J 4, | >zetP| U B, | =1—P| U 4, )] < = ce qui justifie le résultat .
n=0 2 n=0 n=0 2

o] +o0o
Les deux réunions ne sont pas complémentaires car | |J An) ul U Bn> UR " =RetP(R7)=0.
n=0 n=0



Partie 2: Calcul d’une intégrale impropre

n k

—tx

Pour tout entier n tel que n > 0 et pour tout réel x, on pose S, (x) = g %
k=0 :

fi(x). Pour tout entier n tel que n > 0,

400
on définit le moment d’ordre n de la fonction f, par, m, = / " fy(x)dx .

—00
+oo
1. Soit k € N . D’apres la question 1)a) de la partie 1 l'intégrale / z¥ f,(x)dx est convergente , par parité de f, on a
0

0
la convergence de 'intégrale / xk f,(x)dx | ce qui justifie 'existence de m,, .
—00

e On a

+oo +00 5
x
Mo, = / 22k f,(z)dx = / r?ke 17 dx
—00

—00

t

.L2 .
la fonction = — z**¢**% dz est paire donc

+o00 5

o

Moy, = 2/ r?ke trdr =21,
0

d’aprés la question 2)b) de la partie 1 on a

IQk = %5#2
 2%k—12k-3 1
- t t 0
B (2k)! I
Tth (2k.(2k—2)..2)°°
2k)!
- tk(sz)kllo

2k)! 2k)!
comme [, = T alors Iy, = M, ainsi | mqyy, = QM .
2t (V2t)2k+1 Kl (V2t)2k+1 )

+00
A _pz2 . _pz2 . .
e De méme my;,, = / 2 1e7t7 dz et la fonction z - 22 le™'"T est impaire donc | myy,, =0/ .
o0

2. Soit a, b et ¢ des réels tels que a > 0 . Pour tout réel x écrivons

Ptbrtc= <+b)2+ s —(+b)2A
axr €T cC=aqa T % C 102 =a|T % 1a

avec A = b? — 4ac , ce qui donne pour A > 0

+A , N +A b 12
/ ef(aw +bac+c)dx = eda / efa(:v+%) dx
_A _

b
on fait le changement de variable u = v2a (m + %>

+A 1 . [V2a(A+g) )
/ ef(aw2+bw+c)dx _ et / ef% du
—A v2a  Jyza(-ard)

+00 N oo
I'intégrale / e~z du converge donc l'intégrale / e (@’ Fbzte) g et convergente , par passage a la limite on

—0o0 —0o0

obtient

+oo R 1 N +0o0 2
u
/ ef(aw +bz+c)dx _ et e T du

—0o0 —00



+o00 w2 +o00 w2
et / e zdu= 2/ e zdu=+V2mr,dou
e} 0

+o0 T A
ef(am2+bw+c)dx _ Lot

e On a |e @ f,(z)] < |f,(x)| , la fonction f, est intégrable sur [0, +oo[ et elle est paire donc elle est intégrable sur

+o00
R, par suite la fonction x — e ** f,(x) est intégrable sur R et I'intégrale / e ' f,(x)dz est convergente .
oo

e Remarquons que

+o0 +o00 -
/ e f,(z)dw = / e (2774 dyp

—00 —00

En suite appliquons le résultat de la question précédente avec a = % ,b=tetc=0, ce qui donne A =2 et

+o00
2 4
/ et f,(x)dr = Tﬂ-ei

—0o0

converge et de somme e ** donc| lim S,(z)=e **f,(z)
n—-+0oo

(—tz)*
!

Soit € R, la série Z
k

D’apres la question précédente, la suite de fonctions (S")ne converge simplement sur R vers la fonction z - e % f,(z).

N
Et on la majoration

k=0
la fonction ¢ : z elt7le~t% est continue sur R vérifie o(x) DO () et p(a) =0 (-%) , donc elle est intégrable
sur R . oo oo
Le théoréme de la convergence dominée permet d’écrire :/ ( lirf Sn(x)) de = </ S, (a:)dx) , donc
n—+oo
+oo n +o00 (—t.’lﬁ)k 5 +o0 <_t)k +o00o 2
—tz 1 —tz _ kotZ
/ e ft(x)d:c—ngrfooz</ T 2dx>—z o (/ x¥e 2d:lc>
—00 k=0 —00 k=0 —00
400 +oo X tkt
Ainsi on a / e f,(x)dx = ;(—1) My

D’apres la question 1) on a my;,,; = 0 donc

+oo tQk +oo X tk +oo
;m%m = Z(—l) Mk =/ e fi(z)dz

k=0 —o0

2

+00 tgk
ce qui donne Moy~ =/ —¢€
S e =5

Nl

1
1
Soit a €]0,1] , dans / —e2dt on pose u = /1 , ce qui donne
a

Vit

a

1 1 1
1 1 u2
on en déduit que l'intégrale / —te%dt est convergente et / —eidt = 2/ ez du .
0 0 0



9 +oo ok 1 . too 1 2k

u u u2 U . . . - .\

On a pour tout u e R , ez = g R donc / ez du = E / Wdu , puisqu’il s’agit d’une série entiere ,
k=0 : 0 k=0 Y0 :

Nl

1 +oo
. 1 1
ce qui donne /O %e dt = kE:O B2k + 2T

Partie 3: Produit de convolution et une transformé

e On a E C%(R,R) et il contient la fonction nulle, donc E # 0.
Soit ¢, v dans E et a, 3 dans R, donc il existe M, M, A, A;, dans R tels que

M, >0,M,>0,XA, >0,\;, >0et Vo € R, |p(z)| < M, f,(A\,z) , [{(2)] < M, f,(Ayz) (1)

Pour z € Rona
lap(z) + Bi(z)| < |af M, fi(A,z) + 8] My fr(Ayx)
soit § = min(A,, A,) alors fy(A,x) < fi(dz) et f(A,x) < fi(dz) , par suite

|ap(z) + B(@)| < (la] M, + 15| M,) £,(5z)
donc ap + By € E . Ce qui prouve que est E est un sous espace vectoriel de €' (R, R) .
e Sion prend M = )\ =1 on obtient f, € E.

Soient ¢ et 1 deux éléments de E, on garde les notations (1).

a) Soit r,u € Ron a |p(u)p(r —u)| < M, My fi(A,u)fy(Ay(x —u)) et
1 1
O =) = o) et A A —w) = o(55)
donc la fonction u = fy(A,u) fi(Ay(x —u)) est intégrable sur R par suite u = op(u)i(z — u) est intégrable sur R.

Ainsi ¢ * 1 est bien définie sur R.

b) Ecrivons
+A

(px9)(z) = lim p(u)(z — u)du
—+00 _A
et posons v = x — u alors pour tout A >0
+A z+A
[ etwit—wdi= [ o - vpea
—A z—A
par passage a la limite on trouve
+oo +oo
[ etwie—wdu= [ vwpte - v
Ainsi g x Y = * .
c) Soitz € Ron a

+o0

(fi+f) (@) = / f () (& — u)du
“+o00

_ / o b)) gy,

+o00
_ / o~ (tu’—tzutgta?) 1,



d)

d’apres la question 2) de la partie 2 on a

+oo 5 T A
/ e—(az +brte) g0 — \/Zeu avec A = —(tx)?
—0o0

done (f,+ £ (2) = e+ = /Ry (0) ains | fox o= [,

On garde les notations de la question 1) . Soit € R on a

o x (@) < /oo|so<u>\|w<x—u>|du

- +o00
< MM, feAgu) fi(Ay(z —u)) du

—0o0

Soit 6 = min(A,, Ay) , on a fy(A,u) fi(Ay(z —u)) = fi(6u) f,(6(z —u)) donc

o v < 2,0, [ " 10w £,(6(@ — ) du

le changement de variable v = du donne

M M +oo
prv@l < 5 [ ) fdz -0 dv
M, M,
< —EE (e ) (60)

2
_t(se
la question précédente donne |p x ()| < %ﬁf% (6z) et remarquons que fi (dx) =e 2(¢§) = ft(%) .
Il suffit donc de prendre M., = %\/? et Ay = %, ce qui justifie que ¢ * 1) est un élément de E.

+o0
3. Soit ¢ un élément de E. On définit la fonction @ par p(z) = / e p(u)du.
o0

a)

b)

Soit z,u € R on a
e p(u)| < Mje " f, (A, u)

comme e~ " f, (A u) W © (J5) et e " f(Ay) W0 (-5) alors la fonction u e ™ fy(A,u) est intégrable sur

R , par suite la fonction u > e *“p(u) est intégrable sur R , ainsi @ est bien définie sur R.

RZ - R
Soit A : { (@) , les dérivées partielles de h par rapport & 2 existent et sont continues sur R? .
T,u) e

2
On a %(m,u) = y2e T

Soit A > 0, on a pour tout (z,u) € [—A, 4] X R

0%h
@(l‘au)

©(u) et pour tout (x,u) € R?

< w?el™lp(u)| < MyuPelUl f, (A u)

la fonction u M¢u2e|“‘ fi(A,u) est intégrable sur R ( comme dans a) ), c’est donc une fonction de domination.
Par le théoréme de dérivation des fonctions définies par une intégrale , P est de classe 62 sur [—A, A] , ceci est

valable pour tout A > 0 donc 3 est de classe €2 sur R et

+00 +oo
P (z) = —/ ue " o(u)du , @' (x) :/ u?e " p(u)du Vo € R

—0o0 —0o0

4. Soient ¢ et 1 deux éléments de E.

a)

Pour tout (z,u) de R?, |[(z,u)| = vu? + 22 désigne la norme euclidienne de R?, posons N (z,u) = \/u? + (v — u)2.
On vérifie facilement que N est une norme de R?, comme on est en dimension finie ces deux normes sont

équivalentes, d’out 'existence de 8 > a > 0 tel que |(x,u)| o < N(z,u) < S(z,u)]|.

Ainsi il existe un réel strictement positif a tel que, pour tout couple (z,u) de R?, ‘uz + (z —u)? > a(u® + 2?) ‘ )




b) Soit (z,u) de R? on a
lp(u)(z —u)| < MM, fi(Au) fi(Ay(z —u))
soit 6 = min(\,, A,,) donc
lp(w)h(z —u)| < MM, f,(6u) fi(0(z —u))
remarquons que

£,(80) f,(8(z —u)) = e % (WP H@—w)?)

d’aprés a) il existe a > 0 tel que u? + (z —u)? > o (u? + 2?) donc

fe(ou) f(6(x —u)) < e‘%(a(uzﬂﬂ))

Si on pose @ : (z,u) = @(w)Y(zx —u) . Soit ¢y : = Mgpe’%g”2 et ¢y : T = Mwe’t 52" deux fonctions

intégrables sur R , on a alors
[©(z,u)] < ¢y (2)Py(u)

Le résultat admis au début de la partie permet d’écrire

[ :C < / - o(u)ih(z — u)du> dw

[ v

-~ +o00 7(-)%000
= / </ o(u)(x — u)dm) du
7(-)%000 - +o0
= / o(u) ( Y(x — u)daz) du
+o0 +00
le changement de variable © —u = v donne / Y(x —u)der = (z)dzx , par suite

[T er@ar= [ owan [ v

—0o0 —0o0 —00

c) Soit w € R, posons ¢ : x> e “Tp(x) et Py : & > e “T(x) . Avec les notations de la question b) on définies les

fonctions suivantes :
tas?

x> Me 2

2 tas? 2 . oz
T et ¢yt x> Myem 2T % [ qui sont intégrables sur R .

Le résultat de la question b) appliqué & ¢, et 1, donne

/ +OO(% * 1) (z)dx = / - oo (x)dz. / ” Yo (z)dx

—0o0 —00 —0o0

qui se traduit par

+00 +0o
/ </ e Wo(u)e T Wy(z — u)du) dx

T ( /_ :O ()b (z — u)du) dx

—00

/
-

e “o(x)d. /+OO e Wrh(x)dx

oo -

Ainsi pour tout réel w on a (m) (w) = p(w).Y(w) |-

Partie 4: Une suite de fonctions construite a partir du produit de
convolution

+o0
On note E; I'ensemble des fonctions ¢ de E telles que / Y(xz)dx = 1. Pour toute fonction ¢ de E;, on considére la

—00
suite (¢n)n21 définie par ¢, = ¢ et pour tout entier n > 2, ¢, = ¢,,_1 * ¢,

10



Montrons le par récurrence sur n.
On a ¢; € E; , supposons que ¢,, € E, d’apres la question 2) de la partie 3ona ¢, . = ¢, x¢p; € E.

La question 4)b. donne

/;Oo¢n+1<x>dx - /:Ownwl)(x)dx

+oo +00o

= bo@)da. [ ¢y(w)da

—00 —0o0

donc ¢, ., € E . D’ou pour tout entier n > 1, ¢,, € E;.

Soit € R et n € N* | d’apres la question 2) de la partie 3 on a

— P —_— —~ —

O (@) = by * 61(2) = b1 (2).0,(z) = b, (2).0(x)

par suite | ¢, (x) = (¢($>)

On prend ¢ = (\/;> fi-

a) Par récurrence sur n > 1.

e Ona ¢,(x) = C,(t) et avec Oy (t) =

e Supposons que ¢, () = C, (t)e 'z | alors

Ppi1(®) = (¢

too t 2 2
—_ / — 5 (n+1)u?—2nuz+nz du

simplifions ’exposant
u?

(x—u)? tln+1) , t o,
t 4y = —t -
o T2 o T T
la question 2) de la partie 2 nous donne, avec a = t("H) et A = Tz

n —ta?
(rbn—O—l (I) = Cn(t)\/ n+ 162<n+1>

Nous obtenons le résultat pour n + 1 avec C,, () = C,(t)\/5,15-
e Cette relation permet d’avoir C,, (t) = /%1, / Z n-2 \/> C,(t) par suite C,(t) = /5=
t af:2
e Finalement on a pour tout entier n > 1 et tout x € R | ¢, (z) = Q—e’tﬁ
nm

b) Soitn>1letueR,ona

_ +o00 p +o00 P
b, (u 2) = /_OO eiu\/;z(ﬁn(a:)dx: “2727/_00 efu\/;xe Lo

le changement de variable s = \/%:c donne

+oo .s+u.
¢ \/7 [ _— / e us 77d8 — ,f€2u /
oo s+u)? too - 1
et on a / e ds = / 5 de = 2/ 5 de = V27, ainsi | ¢, (uﬁ) = ez’
0o 0

—0o0

11



4. Soit ¢ un élément quelconque de E;. On pose pour tout entier naturel non nul n

+oo +oo
M, , = / ug,, (u)du, M, = / u?e,, (u)du et V, = M, 5 — M?hl

00 —00

a) La question 3) de la partie 3 permet d’établir par récurrence que ab; est de classe €2 de plus

M,y =—(,) (0) et M,,=(,)" (0).

Donc 5; admet un développement limité a I'ordre 2 en O :

Falt) =14 (52) O+ 5 (32)” (O)F +0(#2) = 1= Myt + 5 My 8% + 0(#2).

b) On a la relation g/b;(t)

I
~
<
—~
~+
~
~—

3
o}
-+

/N
<
—~

~+
~—
~—
|

1 n
(1 — M, t+ §M2}1t2 + 0(t2))
1
— 1—nM t+ (ZMZ1 + ”<"2)M12’1) 12+ o(t2).

Par unicité du D.L, on en déduit : M, ,, =nM;; et My, =nMy, +n(n—1) Mﬁl,

1n —

donc V, = M,,, — ME, = nMsy, — nMﬁ1 =nV,, ainsi‘ M, ,, =nM,, et V,=nlV; ‘ .

— 1 n
5. Si M, ; =0alors ¢,(t) = (1 + §M2’1t2 + o(t2)) .

Soit t € R , pour n assez grand on a

() = (755 0)
= exp (nln (1—|—]\422’nlt2—|—0(;>>)
= exp (n (M;’;ﬁ +o (;)))

(¢ M, 2
D’ou lim ¢, () = exp ( 2,1 )
n—oo n 2

- FIN -
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