MP 2021 Centrale Mathématiques 1 Un corrigé

I Inégalité de Hoffman-Wielandt

1A -

Q 1. Soit M € M,,(R). Soit P et Q € O, (R).
Par propriétés de la trace et des matrices orthogonales, on a :

[PMQJ2 = tr (PMQ(PMQ)T) — tr (MQQTMTPTP) — tr (MInMTIn) — M2

On a ainsi : ’ IPMQ|r = HM”F‘

Q 2. Comme A et B € S,,(R), le théoréme spectral nous fournit U et V € O, (R) tel que : A = UDAU' et B=VDgV'.
On a alors avec la question 1 et comme U' = U~! € O, (R)

2
IA - BJ2 = HUT (UDAUT - VDRVT) VHF - HDAUTV —U"VDRV" H

or U'V=U"1V € 0,(R) car (O,(R), x) est un groupe

ainsi | il existe une matrice orthogonale P = (p;;), ¢, ., telle que [|A — B||Z = |[DAP — PDB||12;

Q 3. Pour toute matrice M = (m; ;) ; i<, € Mn(R), on a IM||2 = Z m?’j (vu en cours).
1<i,gsn
De plus, selon la question précédente, on a :

DAP —PDg = (Mi(A)pi; — piiAi(B))ici jopn = (Piy (Ni(A) = A;(B))) 1< i<

ainsi [ A - B2 = 3 pZ; (M(A) - A(B))

1<i,5<n

I.B -
Q 4. Soit M = (mi’j)lgi,jgn S Bn(R)

On a V(i,7) € [1,n]?, m;; >0 et Vi € [1,n], me = me =1
j=1 j=1

Ainsi V(i,7) € [1,n]?, 0 < m;; < 1. Par conséquent |[M|[p = | Z mfj <Vn2=n
1<i,5<n

Ainsi B, (R) est un bornée de M,,(R) (notion indépendante de la norme car M,,(R) est de dimension finie).

n n
Pour k et i € [1,n], les applications ¢; : M — E m j, @)t M — E m;; et ;5 : M — m,;, sont continues car ce sont
J=1 j=1
des formes linéaire en dimension finie au départ or

Ba®) = () &' | N @O @) N vir ®Y)

1<ign 1<ign 1<i,k<n

De plus {1} et R sont des fermés de R et I'image réciproque d’un fermé par une application continue est un fermé de
I’ensemble d’arrivée. De plus une intersection de fermés est un fermé

d’ou B, (R) est un fermé de M, (R).
Ainsi B, (R) est un fermé borné de M,,(R) qui est de dimension finie alors B,,(R) est un compact.
L’application f est une forme linéaire en dimension finie au départ elle est donc continue.

Ainsi selon le théoréme des bornes atteintes, ‘ f admet un minimum sur 5,,(R) ‘
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fBi) = (i) + f(Ejr) — f(Ej) =

donc

f M+ 2By + 2Bj — 2Ei, — 2Ej;) — f(M) = 22 (Ai(A) — A;(A)) (Ak(B) — Ai(B)) < 0‘
car Ai(A) —Xj(A) 2 0et \g(B) —\(B) <Ocarj>iethk>i
Q 6. Par 'absurde si on avait Vk € [1,n], my = 1, on aurait Vi # j € [1,n], m; ; = 0 vu la positivité et les sommes 1 selon
les lignes (ou selon colonnes). D’ou M =1, ce qui est absurde.
Ainsi {k € [1,n] |mgr #1} #0
Ceci justifie Pexistence de ¢ minimum de la partie non vide de N : {k € [1,n] |mg #1}
On a alors Vj € [1,i — 1], m; ; = 1 (il se peut que i — 1 = 0)

Comme Vj € [1,n], ka,j = ij,k =1et que Vk,j € [1,n], mjx >0
k=1 k=1
On a alors Vj € [1,i — 1], Vk € [1,n] \ {5}, mk,; =m;) =0

n

Par I’absurde si on avait ¢ = n, alors on aurait my, , = E Mpp =1 et My, = E My =1
k=1 k=1

On aurait alors M = I,, ce qui n’est pas

n n n n
Ainsii < n et E mj; = E m;; = 1et E mi g = E mi g =1
j=1 j=i k=1 k=i

Comme m; ; # 1 ceci nous fournit j € [i,n] et k € [i,n] tels que m; , > 0 et m;,; > 0.
Je pose & = min (m; ;, m; ;) de sorte que la matrice My = M + 2E;; + 2E;; — zE;;, — Ej; a ses coefficients positifs

Cette matrice vérifie les conditions de sommes égales & 1 sur les lignes et les colonnes donc M; = (mglj)) € B,(R).

De plus selon Q5, on a f(M;) < f(M) et on remarque qu’un des coefficients (d’indice (i, k) ou (j,4)) de M; est nul.

En réitérant le procédé, on obtient ainsi une suite de matrices de B, (R) telle que f(M) > f(My) > --- f(M,)

Comme le nombre de coefficients non nuls sur les rangées ¢ décroit strictement, ’algorithme fini par s’arréter sur une
matrice M’ € B,,(R) dont le coefficient en position (1,1) vaut 1.

Il existe bien une matrice M’ = (mz k)

€ B,(R) telle que f (M) < f(M) et m; ; = 1 pour tout j € [1,1]

1<l,k<n

Q 7. Soit M € B,,(R). On note M = M),
On construit par récurrence M®*+1) = (M(k))/ si M) = (mgkj))
/1<, i<n
On remarque que la encore ’algorithme termine car le nombre de coefficients diagonaux distincts de 1 est strictement
décroissant car dans Q6, seul le coefficient diagonal en position (4,4) change.

# I,, comme ci-dessus.

Autrement dit la suite (‘ {j € [1,n] ‘mgkj) # I}Dk est une suite d’entiers naturels strictement décroissante, elle s’an-
’ >0

=

nule donc. Ainsi il existe p € N tel que M®) =1,,.
De plus la suite finie (f (M(k)))ke[[o ol

ainsi f(I,) = f (M®) < f (M©) = f(M) de plus on a clairement I,, € B, (R)
On en déduit que \ min { f(M) | M € B,,(R)} = f (I,) \

I1.C -

Q 8. Je note la matrice Q = (p ;)

est décroissante toujours selon Q6

1<ij<n COMME P € O,(R), on a Q € B,(R).

De plus, on a [|A — B2 = £(Q) selon Q3 or f(Q) > f(In) = »_ (Ai(A) — Ai(B)) selon Q7

i=1

On en deéduit que | V(A,B) € S,(R)?, > (Ai(A) = \i(B))* < ||A - B}

i=1
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IT Dénombrement des mots bien parenthésés

I1.A -

Q 9. Pour la longueur 2 il y a uniquement : "()" et donc on a bien
Pour la longueur 4, les mots bien parenthésés sont : "(())" et "()()" et donc on a bien

Pour la longueur 6, les mots bien parenthésés sont : "()(())" et "0O)0)" et "(())()" et "(()())" done

Q 10. Un mot de longueur 2n constitué de parenthéses est une suite finie avec deux choix possibles par termes. Il y en a donc

22" qui est donc un majorant du cardinal de I’ensemble des mots bien parenthésés. Par conséquent : ’Vn eN*, C, <2%

Comme la série entiére > 222 a un rayon de convergence de 1/4 (série géométrique),

on en déduit : ‘le rayon de convergence de la série entiére > Cra® est > 1/ 4‘

Q 11. Un mot bien parenthésé de longueur 2k est de la forme (m)m’ ot m et m’ sont deux mots bien parenthésés de longueurs
respectives 2i et 2k —2i —2=2(k —i— 1) avec 0 < ¢ < k — 1. Ainsi si ¢ est choisi dans [0,k — 1], on a C;Cy_;_1 choix
possibles (le cas de longueur 0 ne donnant qu’une seule possibilité).

k—1
Le nombre de mots bien parenthésés de longueur 2k est donc Cy = Z CiCr_i_1
i=0
II.B -
Q 12. Le produit de Cauchy de la série entiére par elle méme aura méme rayon de convergence qui est > 1/4.

Soit x € ]f%, i [ On a alors

+oo k +oo [k+1-1 +oo
F(x)z = Z <Z Cick—i> xk = Z ( Z Cick-',-l—l—i) .rk = ch_ka
k=0

k=0 \i=0 k=0 \ i=0
d’ou en effectuant le changement d’indice en passant par les sommes partielles, on a :
)

+oo +oo
1+ JZ(F(.Z‘))Q =Co+ Z Ck+1$k+1 =Co+ ZCZ@”
k=0 i=1

On a bien | pour tout = € |—1, [, F(z) = 1 4 z(F(z))?

Q 13. Par ’absurde on suppose 'existence de =z € ]—i, i [ tel que f(x) = 0.
Alors 22F(z) — 1 = 0 puis d’apreés la question précédente : F(x) =1+ F(z)/2 donc F(z) =2
Ainsi 4z — 1 =0 donc « = 1/4. Absurde!

ne s’annule pas

11
Ainsi |la fonction f : { ] D1l R

x — 2zF(z)-1

. 11
Q 14. Soit = €] — 7, 7.
Siz=0: ,daprés 12, on a F(0) = F(z) = 1.
Si 2 # 0 : Alors selon 12, F(z) est solution de I'équation : #X? — X + 1 = 0 d’inconnue X.

Le discriminant est A = (—1)? — 4z =1 — 4z > 0.
14++v1—4x 1—-+v1—-4x
2z 2z ’

Par ailleurs f est continue sur l'intervalle | — 4, [ car F Pest sur son intervalle ouvert de convergence.
De plus f ne s’annule pas sur lintervalle ] — 1, 1],

alors f y garde un signe constant selon le théoréme des valeurs intermédiaires.

Et comme f(0) = —1 < 0, on déduit que 2zF(z) < 1.

1—+1—4x

Ainsi les deux solutions sont X; = et Xg =

Or 22X; > 1 donc F(x) =

2z
1—+v1—4z 0
En conclusion |F(z) =< 2z st o7
1 si =0
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k-1
[T

x z¥ de rayon de

Q 15. D’aprés le cours, pour @ € R\ N, la fonction z — (1 4 z)* est somme de série entiére Z
k>0

convergence 1. Soit u €] —1,1[. On a —u €] — 1,1] et donc

k—1 k—1 k—1
e H(1/2 — ) L (FDE (H(m - 1)) <H(2i)>
m _ Z =0 o (7u)k — Z =0 i=1
k=0

2k 2
k—1 1+ng 2k 1 )')k!u

F=0 2k (H(%)) k!

i=1

—+o0
2k — 2)!
On a ainsi le développement en série entiére | /1 —u =1 — ,; 2%_1(. = )1)' T

u¥ de rayon de convergence 1

Q 16. Soit z € |4, 1[. On pose u = 4z de sorte que |u| < 1. D’aprés la question précédente, on a

((2k — 2 X9 ((2k —2)
Vl“ZM))J)ﬂ!“k;M“

Six #0, alors on a F(z) =

1-VT—dz X (2t-2)) .,
2 ’;(k— )'~k'xk

Comme la somme d’une série entiére est continue sur l'intervalle ouvert de convergence qui contient } 11 [ selon 10.
L’égalité précédente est valable pour x = 0 puis en effectuant un changement d’indices sur les sommes partielles, on a :

—+o0

11 (2n)!
4 ——, |, F(z) = B St A
:ZZE:| 4’4[’ (@) z:n!-(n—i—l)!a7
n=0
Par unicité du développement en série entiére, on peut conclure que | pour tout entier naturel n, C, = W
n In!

ITI Loi du demi-cercle, cas uniformément borné

IIT. A -
Q 17. La fonction x + 22kT1\/4 — 22 est impaire et [—2,2] est symétrique par rapport a 0.
On en déduit que ‘ pour k € Nj on a mog41 = 0‘

Q 18. On effectue le changement de variable de classe C! : z = 2sint ; dz = 2cos(t)dt.
Pour t € [-7/2,7/2], on a cos(t) = 0 donc /1 — sinz(t) = cos(t). Ainsi

2 71'/2
/ V4 —z? dx*— \/4 4sin?(t) - 2 cos(t / cos(t)? dt
7r

—7/2 —m/2

71'/2 71'/2 1 Qt

or / cos(t)? dt :/ L4 cos(2t) dt="1
—m/2 —m/2 2 2

On a utilisé le fait que 'intégrale de la fonction ¢ — cos(2t) est nulle sur une période. Ainsi

Q 19. On effectue une intégration par parties avec des fonctions de classe C! :

1 2 dhit . ] x2k+1<4 . x2)3/2 2 2 (4 - x2)3/2
R — —9x(4 — /2 - - _ p\F— 7)™
M2k+2 = 00 /_2”” ( 224 —o7) )dx dr 3/2 . / @k + 1)z 3/2 dz

-2

2k+1 [?
Alnsi mog42 = 6_7|r— / (4z?F — 22F42) (4 — 22 /2dz. &0t 3mgpin = 4(2k + V)maoy — (2k + 1)mapio
—2

2(2k+1)
k+2

puis (2k + 4)moag+2 = 4(2k + 1)may, ce qui permet de conclure que | mog42 =

mag

Page 4/14



MP 2021 Centrale Mathématiques 1 Un corrigé

Q 20. Si k est impair cela a été vu en Q17.
On va montré par récurrence sur p € N que mg, = C,,.
Q16 nous donne l’initialisation mo = 1 = Cy.
Pour I’hérédité, on considére p € N tel que mo, = C,. On a alors selon Q19 et Q16 :

2(2p+1)m _2(2p—&-1)C _2(2p+1)  (2p)! 2+ 1L2p+ 1) (2p +2)!
p+2 T p+2 P p+2 (p+Dlpl (p+2l-(p+1)p p+2)! (p+1)

mapy2 = = Cp+1

On a bien |Vk € N, my = C/2 St b est pair,
0 si k est impair

IIl.B -

Q 21. On considére la matrice A = (a;;) € M, (R) symétrique.
On montre par récurrence que sur Uentier k > 2 que le coefficient de A* en position (i, j) € [1,n]? est :

[A Llj - a”za’lzls alk—llkalk.]

(ig,-sik ) €[] P~

k) _ k _ ..
donc tr (A ) = E [A ]im = E QiyigQigig = Qig iy Bigiy - Alnsi
i1=1 (i1,82,...,ik ) €[1,n]*
tr (Nln) = X2112X2223 Xlk—llkXZkll

(’il ,,,,, ik)e[[l,n]]k

De plus les variables aléatoires X;, i, Xi,iq -+ X, _1ip Xigi, sONt bornées ainsi par linéarité on a existence des membres et

Dégalité : E (tr (MF)) = > E (Xiyis Xigig *  Xin_rin Xigis)-
(i1,eeyig) €[L,n]*
La matrice ﬁA est symétrique réelle et je note ses valeurs propres ug ..., i, comptées avec multiplicité.
k
Les valeurs propres de (ﬁA) = —5 A¥ (encore symétrique réelle) sont : pf ..., uk.

I 1 .
A1n51‘51r(nl+k/2 ) Z,uz donc—ZA = 1+k/2 (MfL)

n
Ainsi E A¥ admet une espérance et

1
( ZA ) - n1+k/2E (tr (Mﬁ)) - nl+k/2 Z £ (Xilizxiﬂs T XikﬂikXikil) :

(i1500%k)E[L,n]*

Q 22. A chaque cycle 7= (41,42, . .. ,ix,41) de longueur k dans [1,n] passant par £ sommets distincts,
on peut associer la liste J(@) = (j1, -+ ,je) € [1,n]" de ces ¢ sommets telle que (j;)1<i<s est croissante et I'application
7(i) s« € [1,k] = 7(i) () € [1,£] telle que Vo € [1, k], ia = jr(i)(a)
L’application ¢ — (J(i),7(i)) est bien définie sur ensemble cycles de longueur k dans [1,n] passant par ¢ sommets

(i
distincts a valeurs dans [1,n]¢ x [1,¢]IV*]. Elle est clairement injective et comme le cardinal de [1,n]¢ x [1,£]["*] vaut
ntek.

Ainsi ‘le nombre de cycles de longueur k dans [1,n] passant par £ sommets distincts est inférieur ou égal & n‘¢* ‘

Q 23. Toutes les variables aléatoires sont bornées et admettent des moments & tout ordre.
Soit £ € N* tel que £ < (k +1)/2. Soit 7€ [1,n]" tel que || = £.
On a |Xi1i2Xi2i3 e Xik—likxikh‘ < K* donc |E ( 1192 121'3 e Xik—lik

Selon Q22, on en déduit que

Xiki1)| <K*

DB (Ko Xiniy - Xigyiy Xy ) | < Ko
7e[1,n]"

=t
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- 1 1o
ainsi 0 < W Z |E (Xi1i2Xi2’i3 e Xik-l’ikXikil)’ < Kkne ! k/2£k
7e1,n]®
=
or Kkpf=1=k/2gk 2% car -1 — k/2< ~1/2 <0
1 n—-+oo
donc T2 Z B (X iy Xinis *+ Kip_yip Xinir )| ——— 0 selon les gendarmes
7e1,n]®
ji1=e
puis comme {7 € [1,n]" [|7] < (k+1)/2} = U {re[1,n]* |71 = ¢} (union disjointe finie)
1<O<(k41) /2
. 1 + .
Ainsi —iTR2 Z |E (X5 Xiniy * Kig_yin Xigir )| 2% 0| (par somme finie)
7e[1,n]*
A<(kr1)/2

Q 24. On suppose que le cycle (i1,is,...,ix,41) appartient & Ay.
On peut alors trouver p € [1,k] (avec la convention ix1 = 41) tel que aréte (ip,4,11) n’apparait qu’une seul fois.
Je note alors Y le produit des X;,;,, Xi,is =+ - Xip_qin
de sorte que X;,;, X5 -+ X X =Xiip Y
Selon le lemme des koalas, les variables aléatoires Y et X

Ainsi |E (X1112X2713 < ~Xik71ikal) =0x E(Y) =0

Xi,i; dans lequel n’apparait pas X; ;. ,
Te—10k <M l1

ipipi1 SONE indépendantes

Q 25. Pour k=1ouk=2,0ona7e€C, =0 et donc la propriété est triviale.
Soit k € N tel que k > 3, on considére 7 € Cy.
A priori pour tout cycles de longueur k + 1, il y a au plus k& arétes.
Mais en les regroupant par paquets (de cardinal d’au moins deux et ’un au moins de cardinal trois), il y a au plus (k—1)/2
arétes distincts.
Toutefois par construction, il faut pouvoir relier les arétes entres elles pour pouvoir passer par tous les sommets. Une
succession de p arétes passe ainsi par au plus p + 1 sommets distincts.
Ainsi le nombre de sommets distincts de 7 est majoré par (k—1)/2+ 1= (k+1)/2.

On a montré : que | [2] < £ | pour tout 7€ Cy

Q 26. Si toutes les arétes apparaissent exactement deux fois dans un cycle, chaque sommet apparait autant de fois que le
nombre d’arétes ou il est présent fois deux. Ainsi le nombre de sommets d’un cycle de de By, est pair.

Ainsi ‘ B = 0 si k est impair ‘

. . 1 n )
Or ici W Z |E (Xiligxigig N 'XikflikXiki1)| =0 l} 0
T€By
. 1 1
Puis 0 < W Z ’E (Xilizxizie, T Xik—likxikil)‘ < W Z ‘]E (XilizxiziS o 'Xik—likxiki1)|

7€Ch TG[[l,n]]k
i< (k'+1)/2

1 n——+oo
donc —TTR2 Z E (Xiy5Xinis -+ Xig_1ix Xinis )| ——— 0 selon les gendarmes et Q23
7€Ck

1 +
et W Z ’E (XiliinziB e XikflikXikil) = O n~>—oo> 0 selon Q24
TEA
On remarque que ’ensemble des cycles de longueurs k est 'union disjointe : Ay U By U Cy.
Ainsi par somme et selon Q21 :

1 ¢ 1 n—+oo
E (n ZM%) =z 2 B KX XX 0
i=1

7€[1,n]*

Q 27. Lorsque l'on parcourt les arétes d’un cycles, une parenthése ouvrante n’est refermées qu’aprés et exactement une seule fois

car le nombre d’occurrences de chaque aréte est exactement deux. Ainsi ‘ on obtient bien un mot bien parenthésé de longueur &
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Q 28. On a un mot de longueur k constitués de k/2 parenthéses ouvrantes et autant de fermantes.

11 suffit de choisir les arétes correspondants aux parenthéses ouvrantes car chaque parenthése fermante se verra automa-

tiquement associée une aréte.
De plus la remarque impose le choix de g + 1 sommets distincts.

Pour le premier sommet, il y a n = (n — 1) + 1 choix possibles, le second (n — 1) = (n — 2) + 1 choix possibles et pour le

sommets de rang & + 1, il y a (n — &£ — 1) +1 = (n — &) possibilités

k/2
Le nombre de cycles 7 qui correspondent & un mot bien parenthésé fixé est H(n —1)
=0

Q 29. On remarque que

Z E (XhZzXZzls o .Xik—llk Zkh Z 0+ Z E 9142 121'3 o 'Xik—likxikil) + Z E (XilizxiziS e

7e[1,n]* 1€ AL 7€Cy 7EB

Selon Q23 et 325, on a Z E (Xiyi5Xinis «+* Xig_yip Xigis) — 0 par théoréme des gendarmes. Enfin
n——+00

Xik—likxikil)

7€Ck
Z ]E 1112 Z2i3 e Xik—ﬂkxikil) = Z E (Xilizxizis e Xik—likxikil)+ Z E (Xilizxizi:s e Xik—likxikil)
7€By, 7€By,|71=k/2+1 7By, |711<(k+1) /2
et toujours selon Q23, on a Z E (szXms -~Xik_1ikal) —0

n—-+oo
7€ By, [1< (k+1) /2

Pour i,j € [I,n], on a E (X2,) = V(X; ;) + E(X;;)* =1+0=1

De plus pour 7 € By, tel que |7] < (k+1)/2, on peut regrouper les variables aléatoires deux par deux puis par indépendance

et lemme des coalitions, on a E (Xi, i, Xipi, - Xiy_yix Xigiy) = 172 = 1.
Ainsi selon Q28 et la partie 1T :

k/2

Y E(XiinXigiy X Xigiy) = Lx {T€ Be |11 =k/2+ 1} = [ [[(n =) | Ce

7€ By, |71=k/2+1 i=0
1+k/2
donc S E(XnnXin o Xin Xin) L 2Cy. )9
T€By,|11=k/2+1

1
donc 373 D E(XinXiis o X i Xigir) = Cke
TE€By,|11=k/2+1

1 n
Par somme de limites et a 'aide de Q21,ona:| lim E ( ZAfn> = Cy/2
n L

n—-+oo

II1.C -
1 n
Q 30. Pour tout k& € N, on a selon Q21, Q20, Q26 et Q29 : liIE E ( E Ak > / ¥4 — 22 da.
n—-+o00 n
=1

Comme tout polynéme est combinaison linéaire de X*,

1 n
alors on a pour tout polynome P € R[X],| lim E ( E P (Ain)> 2—/ r)V4 — 22 dz
n T
i=1

n—-+oo

III.D -
Q 31. Soit (p,q) € N2. On a
n
0<APE 37 A" < D0 (AT <D AP

1<i<n 1<i<n i=1
|Ai,n‘2A ‘A'i.n|2A

Comme E <Z |Ai1n|2(p+q)> < 400 et A > 0, on peut conclure que | E Z AnlP | < Ap+2q (Z |Ainl® p+q>>

i=1 1<i<n

[Ain|ZA
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Q 32. Onadonc 0 < —E Z Ainl” | < AP+2‘1 (Z |Ainl® (pa )
1<ign
A n|ZA

S

22(p+q) . ( ) >p+2q

2(p+q) Cpq Cpq _ “
) n—+oo APt2¢ (*) et selon QlO Apr+2q < Ap+29

Or d’aprés Q29, on a : Ap+2‘1 (Z [Ain
p+2q
Soit € > 0. Ona2p(> ——0
A q——+oo
P+2q0 e
Ceci nous fournit ¢g € N tel que 27 <A> < 5

.. . . 2(p+q)
Ainsi (%) nous fournit N € N* tel que Vn > N nAp+2qo (Z |Ain ) 3

On vient de montrer que

1

Ve>0, NN, VneN, n>N=|-E| > |\, [[<e
" 1<i<n
‘Ai,n|>A
On a bien montré que | lim g Z [Ain" ] =0
n—+oco n o
1<ign
‘Ai,n|>A
Q 33. On suppose que p € N (P non nul).
Comme f est bornée, on a |f(x) — P(z)| = Qr (2P) ce qui nous fournit B > A et K; > 0 tel que :
T—>+00

Vo € [B,+oo[, |f(x) — P(x)] < Kq|z|?

—-P
De plus sur le segment [A, B], 'application z — W est continue.
X

Ainsi le théoréme des bornes atteintes, nous fournit Ko > 0 tel que

Vo e [A7B]7 |f($) - P($)| < K2|x|p

De méme on trouve B’ < —A, K3 > 0 et K4 > 0 tels que :

Vz € ]—o0,B], [f(z) — P(x)] < K|zl et Va e [B',—-A], [f(z) - P(z)| < Kylz|?

P(a)| < K|

En prenant K = max(K;, Ky, K3,Ky4), on a bien ’Vm eR\|-AA[, |f(z) -

Q 34. En utilisant Q33, on a (les espérances existent bien par majorations)

1 1
0B 3 If=Plin) | < E| D Al
1<ign 1<ign
[Ag n|=>A [Ain|Z>A

1
Le théoréme des gendarmes et Q32 permettent de conclure que | lim —E Z lf =Pl (Ain) | =0
notee 1<ign

[Ain|ZA
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IIL.E -
Q 35. Soit P un polynéme de degré p € N. Soit n € N*.

1 ¢ I
Par inégalités triangulaires, on a : |E ( E f (Am)> - 2—/ fx)v4—2a? dx
n < ™ J_9o
i=1

E (TllZIf—PI (Ai,n)) + [E (;ZP(AMO 27r/ VI 22 dz
=1 i=1

On a les existences des espérances car f est bornée et d’aprés Q30.

_’_7/ |f —P|(x)V4— 22 da
-2

Jemnote N=|f =Pl _aa = sup [f(z)—P(z)| qui existe bien selon le théoréme des bornes atteintes.
x

s

On a alors

( Zlf P| (A >\i > If=Pl(Ain) +%E > 1f=Pl(Ain) <N+%E > If=Pl(Ain)

1<i<n 1<i<n 1<i<n
[Ain|<A [Ain|ZA [Ai | >A
et
1 [? 1 2
o [P @VIT R ar< L [ NVIT e = Nmo =N
T —92 v —9
Ainsi |E lif(/\ ) —1/2 f@)v4—22dz| <
n & . 2 J_, =

1
2N+ —E — i
Bl D =Pl |+
1<isn
|Aiin]ZA

E(13p i) - o [ PeViT

Soit maintenant € > 0. Je prends A = 3.
Le théoreme de Weierstrass nous fournit P € R[X] tel que [|f — Pl _x a) < €/4
Selon Q34 et Q30 :

1 1 SN
_ —P . _ . _ 2
nE Z |f ‘ (Az,n) + E <n ZP (A’La")> 27‘(’ / \/71. dm n—+oo 0
1<i<n i=1
[Ain|ZA

Ceci nous fournit ng € N* tel que

1 1 n
> - _ ) = ) o _ 2
Vn = ng, nE Z lf =Pl (Ain) | +|E <nZP(AZ’n)> 27r/ T)V4—x? dz| <e/2
1<ign =1
[Ain|ZA
On vient de montrer :
1 & 1/
Ve > 0,3ng € N*, Vn € N*, (Zf(z\m)>—2/ fla)Va— a2 dz| <e
n - ™ J_9
i=1

n——+00

1o e
s s . 1 ‘ _ [4 — 22
c’est A dire| lim E (n ;:1 f (Amz)) o /_2 flx)V4—a?de

Page 9/14



MP 2021 Centrale Mathématiques 1 Un corrigé

IV Loi du demi-cercle, cas général

IV.A -
Q 36.

Méthode 1 : Soit € > 0. Comme X est d’espérance finie. On a par définition des familles sommables :

+oo > E(X|) = Z |z|P(X = x) = sup {Z |z|P(X =2) |F C X(Q),F ﬁni}

zeX(Q) z€F

La caractérisation de la borne supérieure, nous fournit F fini tel que E (|X|) > Z [z|P(X =) > E(|X]) —

zeF

Je pose M =max{|z| [z €F}etona:E(X)> Y [2P(X=2)>E(X|)-¢
zeX(Q)
|| <M

d’ol par sommations par paquets :

0< Y [PX=2)<e
zeX(Q)
|z|>M

Soit C > M. La variable aléatoire X1 x|<c admet une espérance car |X]l|X‘<C| < X
Ainsi B (Xljxj<c) = Y 2PX=2)+0P(X|>C)= > aPX=uz)

2EX(Q) £EX(Q)
|z|<C |z|<C
donc comme |X]l|X‘<C — X| = |X]l‘X|>C| < |X]l|X‘>M|, alors on a
E (XIjxj<c) —EX)| <E(XLjxpm]) = D 2P(X =2)
e
z|>M

On vient de montrer Ve > 0, M € RT, VC € R, C > M = |E (X1x/<c) —E(X)| <¢

Méthode 2 : L’ensemble X(£2) est fini ou dénombrable, on peut donc écrire X(Q) = {x |k € N} ou (zx) est une suite injective si
X(€) est dénombrable et si X(2) est finie de cardinal ¢ alors X(2) = {zx |k € [0,¢ — 1] } et Vk > ¢, x = 0.
Ainsi par permutation sur une famille sommable puis lien avec une série absolument convergente, on a :

“+o00
EX)= > aPX=2)=)Y nPX=1x)=) aP(X=

zeX(Q) keN k=0
Soit C € RT. On a X1 x<c| < [X].

Ainsi X1 x|<c est d’espérance finie et E (X1x<c) = Z 2P(X =2z)+ 0P(X > C)

zeX(Q)
lz|<C

{ka(X =xy) izl <t

Pour k € N, jepose : g, : t € R+— .
sinon

De sorte que IE X]l|X\<c ng

Par ailleurs, on a g;(C) ﬂ) 2 P(X = xy)
Et on a
VC € [0,+00[, Vk € N, |gx(C)| < |z P(X = zx)

or la série Z |z, | P(X = x) converge de somme E (]X]).
k>0

ainsi la série de fonctions Z gk converge normalement donc uniformément sur [0, +o0o[ de somme C +— E (X]lpqgc)-
k>0

“+o0o
. PO .. C 0o
Ainsi selon le théoréme de la double limite : E (X1 x|<c) AN kz:_o (CETOng ) Z 7 P(X = x1,)

Conclusion : Par deux méthodes on a montré que | E (X]lpqgc) Goreo, E(X)
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Q 37. On a (Xij]l|xij|<c)2 < ij donc X;;1x,;/<c admet un moment d’ordre 2 et on a selon la formule de Konig-Huygens :

M (Xz‘jﬂ\xmgc) =E ((Xij]l\XuKC)Z) -k (Xij]l\XuKC)Q =E (ijﬂ\xmgc) —-E (Xijﬂlxij|<0)2

Avec la question précédente et comme X;; et Xlzj sont d’espérances finies, on a

E (X3 1x,;<c) — E (Xijlix,1<c)’ S E (X)) —E(Xy)* = V(X))

or on sait que V (X;;) = 1. On en déduit que Clirf 0;(C) =1
—+o0

Q 38. La limite précédente nous fournit un réel Cy > 0 tel que VC > Cy, 0;(C) > 1/2 car 1/2 < 1.
Ainsi selon le cours, pour C > Cy, la variable }A(Z-j (C) est bien définie et c’est la variable centrée réduite de X1 x|<c-
De plus pour w € Q, on a |(Xij]1|xij|<c) (w)| < C.

Donc ’E (Xz‘j]l|xi_j|<c)‘ < C dou ‘)A(”(C)(w)’ < par inégalité triangulaire

2C
0i;(C)
Ainsi | pour C assez grand, les variables )A(ij(C) sont, bien définies, bornées, centrées, de variance 1

zl_c,q (z) - E (Xij]l\xinC)
Oij (C)

Pour 1 <7 < j, on pose p;j : & — ot 1|_¢,c) est la fonction caractéristique du segment

[-C, C]; de sorte que )A(ij(C) = ¢, (Xi5).
En appliquant le lemme des coalitions, on obtient

les variables aléatoires )A(ij(C) sont mutuellement indépendantes pour 1 <7 < j

Q 39. On a:

1
C)) Xz‘j) = Xij — Xijljx,; <o + E (Xijlix,;<c)

aij(
= Xij]l|Xij|>C +E (Xij]l\XUKC) —E (X”)
= XiLix,;>c — B (Xi;1x,,>c)

On a utilisé : 1)x,;j>c + 1jx,;|<c = Lo, E(Xi;) = 0 et la linéarité de I'espérance.

7i;(C) (Xz‘j —Xi;(C) - (1 -

PN 1 1
On a bi tro X — X (C) = (1= —— ) Xy 4+ —— (Xiilix o — B (X1 x
n a bien montré que | X;; ;(C) ( Uij(c)> g+0ij(c)< JlLx,;|>C ( J IX”|>C))

Q 40. Je note A(C) = (1 - m) Xij et B(C) = m (Xij]l|Xij|>C —E (Xij]l|Xij|>C))

On montre facilement & 'aide de Q37 que

E(A0F) = (1 - Uz‘jl(C)>2 0

V (XijLjx,>c)
0i;(C)?
or V (Xijx,y50) = B ((Xiylix,50)°) =B (Xix,p=0))” < E (XL, >0) donc

0 <V (Xylx,>0) <E(XF) —E(X31x,,1<c)

Par ailleurs E(B(C)) = 0 donc E (B(C)?) = V(B(C)) =

Ainsi d’aprés Q36 et les gendarmes : V (Xz‘jﬂ\x,j|>c) Loteo
Ainsi par quotient de limites :

E (B(C)?) =520
Selon Cauchy-Schwarz, on a |E (A(C)B(C))| < v/E (A(C)?)E (B(C)?)
donc selon les gendarmes

E (A(C)B(C)) =252

~

Comme selon Q39, on a : E ((Xij - Xij(C))Q) = E (A(C)?) + 2E (A(C)B(C)) + E (B(C)?)

N 2
On peut conclure que Cl—lf—&r-looE ((Xz‘j - Xij(c)) > =0
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IV.B -
Q 41.

Existences : Dans un premier temps, on va établir 'existence des espérances de I'inégalité.
2 _ 2
On remarque que |M,, | = E X3

1<i,j<n
don E (||Mn\|§) —n < 400 car E(X2,) = V(X,;) +E(Xiy)? = 1
donc ||M,||r admet un moment d’ordre 2 et donc d’ordre 1.
Cest analogue pour M, (C) car les )A(U(C) sont mutuellement indépendantes, centrées réduites.

Or par inégalité triangulaire : 0 < HMn - I\A/IT,(C)H < Mpllg + HI\A/IT,(C)H .
F F

Ainsi HM" — I\A/[n(C)HF est d’espérance finie.

2
F

1 = 1
De plus d’aprés Q8 appliquée & —M,, et la matrice nulle, on a E Afn < H\FM,L
’ n
i=1

NG
n
comme Vz € R, |z| <1+ 22, alors on a : Z |Ain] <1

i=1
puis comme f est K-lipschitzienne, on a Vz € R, |f(x)| < K|z| et donc :

1 n
- ; £ (Ain)

2
L ML
n

K ||M,, |I?
N M, ||

<K

YRE
Par linéarité la variable aléatoire K (1 + ”ZHF) admet une espérance
n

1 n 1 n ~
donc la variable aléatoire — E f (A; ) est d’espérance finie et il en est de méme pour — E f (Azn)
n n
i=1 i=1
L’inégalité : On a, selon Cauchy-Schwarz et Q8 :

n

S - 31 (B)
i=1

i=1

1

%Mnm)

1
—M,, —
NG

n

() E o) s

i=1

n
< KZ ‘Az,n - Ai,n
i=1

donc < % HMn - Mn(C)H

F

. ; F(hi) ; 7 (Ren)

Avec la croissance et la linéarité de I'espérance et en utilisant pour X admettant une espérance que |[E(X)| < E (|X])

E (i W, (Ai,,») -E (i > (Km)>

Ou obtient S %E (HM" B M”(C)HF)
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Q 42. Ona |M, =M, ()| = Z (i = R ))2

Par calcul dans [0, +o00] avec des variables positives, on a selon Cauchy-Schwarz :

= ([ - 50,) < 2o (- 30

Soit 4,7 € [1,n] et C > Cy (Cy introduit en Q38). On a X;; ~ X;;.

La loi donnant la variance et I’espérance, on montre facilement que (Xij — )A(ij(C)) ~ (X11 — }A(H(C))

Ainsi E (HMn - 1\7[”((3)”?) - Z<n1[<1 ((Xij - iij(c))2> = n’E <(X11 - Xu(c))Q)

donc E (HM" — M H ) ((XH — XH(C))2>. Ainsi

Par conséquent :

5 (;zmm) L[ i
i=1 —2

<KE ((Xu - 5(11(0))2)+

E(iif( ) It

Soit € > 0. La question Q40 nous fournit C; tel que VC > C1, K- E ((Xu — )A(u ) 5/2
<

Je fixe désormais C = max(Cg, C1). on remarque que Vi,j € [1,n], Vw € Q,

Aij(C)( )’ P (C) < 4C car 0;5(C) > 1/2.

Ainsi les variables aléatoires )A(ij (C) (i < j dans N*) sont centrées, réduites, uniformément bornées, de méme loi et
mutuellement indépendantes.

On peut donc appliquer la partie III :

1 - N n—-+4o0o 1 2
E (nlz_;f (Aim)) _— %/72 f@)V4—2? dx
]E <
1 n
E(nizlf(/\m)> — / f@)V4—a? da
1 - n—-4o0o 1 2
On vient de montrer que |E ( Z f (Aim)) — %/ flx)V4 — 22 dz
-2

Ce qui nous fournit N € N tel que Vn > N <e/2

> QL i f@)vV4—22 dz
<e

dou Vn > N

n -
1=1
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Iv.C -

Q 43. On considére désormais que f : R — R continue et bornée. Je note || f|lco = sup |f].
R

Soit € > 0.
Le théoréme de Weierstrass nous fournit un polynome P tel que Va € [-3,3], |f(z) — P(z)| < e.
P(x) six e [-3,3]
On définit alors la fonction g : z — ¢ P(3) siz >3
P(-3) siz<-3
La fonction g étant de classe C* sur le segment [—3, 3], elle y est & dérivée bornée selon le théoréme des bornes atteintes
donc lipschitzienne sur [—3, 3] d’aprés les accroissements finis.
Ainsi la fonction g est lipschitzienne sur R et on montre facilement qu’elle est bornée.
Je pose h = f — g qui est continue et bornée sur R par combinaison linéaire.
Ve e [-2,2], H(z) =¢
Vx € [3,4o00[, H(z) =sup|h| +¢€
Je considére également la fonction H : R — R telle que R
Vo €] — oo, —3], H(z) = s%p|h\ +e
H affine et continue sur [—3,—2] et [2, 3]
On remarque que H est lipschitzienne et bornée sur R et que H > |h|.

Comme toutes les fonctions sont bornées, il en est de méme pour les variables aléatoires qui suivent et elles admettent
toutes une espérances. On a ainsi

1< 1 1
E (n d.f (Am)> =E (n >0 <Ai,n>> +E (n d.h (Ai,n>>
=1 =1 i=1
D’aprés Q42, il existe ng € N* tels que pour tout n > ng

1 « 1 /2
E(ﬂZQ(&H) —%/29(:10)\/4—3:2 dr| <e et <e
i=1 -

E (711 ZH(AM)> . /_ZH(x)\/él — 22 dx

Or <e

1 1
il Vi — 22 de — — VA — 22
o /_2 fz)v4—2a? dx o /_2 g(x)V4 — 22 dzx

1 2
et 2—/ H(z)v4 — 22 dz < e car mg = 1 de plus
T J—2

E (jl S (Ai,n>>
=1

<z(
i=1

n 2
E (i S (Ai,n>> -5 [ f@Visar

i=1

S|
\E
s
=
3/
~

donc

VneN*, n>ny— < de

Ce qui permet de conclure que

1 - n—+oo 1 2
E (n > f (Am)> note, /2 f@)V4 — a2 dx
i=1 -

2w

’ On a bien montré la loi du demi-cercle dans le cas général ‘

eoeeofINeoeooe
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