EXERCICES MPSI

[EQUATIONS DIFFERENTIELLESJ

Equations différentielles du premier ordre

Exercice 1 :

A)

Résoudre les équations différentielles suivantes :
1) (B1): Ty +2y=22% 522 + 40— 1;

2) (Ea): y + 2zy = 2we ™" ;

3) (Es): y' +2y=a®—22+3;

4) (Ba): (@ + 1)y +ay =1;

5) (Bs): ¥ +y=ze™®;

6) (Be): V1+a%y/ —y=1;

7) (E7): y — 2y = cos(z) + 2sin(x);

8) (Bs): (2°+1)% +2z(1+2%)y =1;

Résoudre les équations différentielles suivantes sur les intervalles spéci-
fiés :

1) (Eg): sin(x)y —cos(z)y+1=0; ( sur]0,n[)

2) (E1) : sinh(z)y — cosh(z)y = 1; ( sur ]0,4o0[ et sur | —o0,0[ )

Exercice 2 :

Déterminer une équation différentielle ayant comme solutions les fonctions

de

la forme
C+zx

s 2T cer
1422

T

Exercice 3 :

1)

Soient C, D € R.
Consideérons la fonction f définie sur R* par

-1
Ce=z si >0

f(x):{ De%1 st x=<0

a) Déterminer une condition nécessaire et suffisante portant sur C' et D
pour que f soit prolongeable par continuité en 0.

b) Supposons que cette condition est satisfaite. Notons encore f ce pro-
longement.
Montrer alors que f est dérivable en 0 et que f’ est continue en 0.
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2) Considérons maintenant I’équation différentielle
(B) : 2*y' —y=0

Résoudre (E) sur |0, 4o0[ et sur | — 0o, 0[.
3) Résoudre enfin (E) sur R.

Equations différentielles du second ordre‘

Exercice 4 :

Résoudre les équations différentielles suivantes :

1) (B1): y' +5y — 6y =e€";

cy Ay 18y = e

Y +y = cos(2x);

Dy 43y 42y = e " +sin(z);

.y’ +y =sin(wz); ( discuter suivant w ).

cy' =2 +y =, y(0)=y(0)=0;

Dy’ 9y =2 +1,y(0) = 0;

sy =2 +y=sin’x;

Y+ 8%y = 0 avec y(0) = 1 et ¢/(0) = 0 (3 > 0) fixeé;
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Exercice 5 :

Déterminer une équation différentielle ayant pour solutions les fonctions de
la forme
y(z) = Ae** + Be™®, A,BeR

Equations différentielles du second ordre a coéfficients variables

(Résolution via un changement de variable)

1) Résoudre sur R I’équation différentielle

(1+ 332)2y" +2(z—1)(1+ xQ)y/ +y=0

Vous pouvez procéder au changement de variable t = arctan x.

2) Résoudre sur | — 1, 1] équation différentielle
(1 —2%)y"” — 2y’ + 4y = arccosx
Vous pouvez procéder au changement de variable t = arccos x.

3) Reésoudre sur |0, +oo[ 'équation différentielle

x2y"+xy'+y:0

Vous pouvez procéder au changement de variable x = €.
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4) Résoudre sur R I’équation différentielle
(1+2%)y +ay —4y =0

Vous pouvez procéder au changement de variable x = sinh(t).

(Résolution via un changement de fonction)

1) Résoudre sur R I’équation différentielle
(Bv): (L+e™)y" +y —e"y=0

Vous pouvez introduire la fonction z =y + y.

2) Résoudre sur R I'équation différentielle
(Bv): zy’ = (1+a)y +y=1

Vous pouvez introduire la fonction z =y’ —y.

'Exercices divers :

Exercice 8 :

Déterminer toutes les fonctions f : R — R dérivables et vérifiant :

Vr,y € R, f(z+y) = f(x)f(y)

Soit f € CH(R,R) et vérifiant lim, o (f(z) + f'(z)) = 0.
Montrer que

lim f(x)=0

r—r—+00

‘Exercice 10 :
Soit A € R.
Déterminer toutes les fonctions f € C!(R,R) vérifiant :

Vo e R, f(x) = f(A—1x)

‘Exercice 11 :‘

1) Déterminer toutes les fonctions f : R — R dérivables et telles que
Vo €R, f'(z)+ f(z) = f(0) + f(1)

2) Déterminer toutes les fonctions f : R — R dérivables et telles que

1
vz €R, f'(z)+ f(z) = /0 ()t
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Exercice 6 : | (Résolution via un changement de variable)

1) Résoudre sur R I'équation différentielle
(1+22)2%y" +2z-1)1+2%)y +y=0

Vous pouvez procéder au changement de variable t = arctan x.

2) Résoudre sur | — 1, 1] I'équation différentielle
(1 —22)y" — xy + 4y = arccos x

Vous pouvez procéder au changement de variable t = arccos x.
3) Résoudre sur |0, +oo[ I’équation différentielle
o2y" +xy +y=0
Vous pouvez procéder au changement de variable x = e'.
4) Résoudre sur R I'équation différentielle
(1+2)y" +ay —4y =0
Vous pouvez procéder au changement de variable x = sinh(t).

Polutum

1) Résoudre sur R I'équation différentielle

(1+2%)%" +2(z — 1)(1 +2%)y' +y =0
Vous pouvez procéder au changement de variable £ = arctan x.
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Conclusion

X dolutin Guirale e [legus diff
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Exercice 7 :| (Résolution via un changement de fonction)

1) Résoudre sur R I'équation différentielle
(B1): (1+e")y +y —e"y=0

Vous pouvez introduire la fonction z =y + .

Folotuon
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