SADIK Omar CPGE TAZA 24 Avril 2013

[ Corrigé du concours Mines Ponts 2013 - Maths 1 ]

A. Formes bilinéaires plates

L’unicité. Supposons qu’ils existent u, v € L(R™) vérifiant la propriété, alors, Va,y € R"™, (u(x),y) =
(v(x),y) donc Ve € R™, u(x) = v(x), donc u = v.
L’existence. Pour x € R™ fixé, Papplication 04 : R — R,y —— (@, y) est une forme linéaire
sur R™.
L’application § : R™ — (R™)*, & — J, est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
Pour & € R™, 'application ¢, : R — R,y —— ¢@(x,y) est une forme linéaire sur R™, il
existe alors un unique vecteur u(x) € R™ qui vérifie, g = d(u(x)) = dy(s), alors

Yy € R™, p(z,y) = (u(x),y)

(y) est un produit scalaire sur R™, c’est facile de vérifier que 'application u ainsi définie est un
endomorphisme sur R™.

Ve,y € R" p(x,y) = ¢(y,x), donc (u(x),y) = (x,u(y)), alors u est symétrique, et u
est orthogonalement diagonalisable, il existe B(e;)1<i<n une base orthonormé de R™ formée de
vecteurs propres de u, posons u(e;) = A;e; pour 1 < ¢ < n, alors

p(ei, e;) = (ule;), ej) = Ai{es, e5) = A;d; 4, donc ¢ est diagonalisable.

Pour z,2’,y € R™ et X € R,

(@®b)(@+Az',y) = a(@+ Aa')b(y)
= a(2)b(y) + Aa(z')b(y)
= (a®b)(z,y) + A(a @ b) (', y)

De méme pour la linéarité a droite.

(a ® b) est symétrique si et seulement si Vz,y € R™, a(z)b(y) = a(y)b(x).
Montrons que (a ® b) est symétrique <= la famille (a, b) est lie.

<= (est évident.

—> Si @ = 6 ou b = 0 la famille (a, b) est liée.

Sia # 6 et bF# 0, alors Jy € R™ tel que b(y) # 0

Alors Vx € R™, a(x) = @b(w)
b(y)
a(y)
Alors AXA = ——= € R tel que : @ = Ab.
b(y)

La famille (a, b) est donc lie.

On prend la base de diagonalisation de la question 1, et on peut supposer que (¢(e;, €;)1<i,j<n =
diag(A1,0,...,0) avec A1 # O.
Pour x = (1, ..., Zn)g et Yy = (Y15 -+, Yn)@, O1 &

plr,y) = Z z;yjp(ei, e;)

1<i,j<n
= AMiz1y1

Soit B*(e})1<i<n la base duale de la base B(e;)1<i<n-
SiAi1 > 0,onprend f = VAeleto=fQ f.
SiA1 <0,onprend f =+ —Aefet p=—FfQ® f.
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Pour ¢, y, z,w € R™, ici (, ) désigne le produit usuel dans R et € € {—1,1}.

(p(z,y), p(z,w)) = €2(f® (@ v)-(f ® f)(z,w)
(@) f () f(2) f(w)
f(z)f(w)f(2)f(y)

= (p(z,w),p(2,9))

Toujours avec les notations des questions précédentes, pour tout 4 # 1,

(ple1,e1), p(eie;)) = [p(er,e)]?
=0

Donc ¢(e;, e;) = 0 car p(eq,e1) = A1 # 0, alors rg(p(e;, ) 1<ij<n) = 1.
B. Diagonalisation simultanée
19 € I, si u;, n’est pas une homothétie, alors VA € R, u;, — Aidr» 7# 0, donc
VA € Sp(ui,), ker(u;, — Aidgn) # R™.
Pour tout 3 € I, les endomorphismes wu;, et u; commutent, donc les espaces propres de u;, sont
stables par u;.

Si tous les endomorphismes u; avec ¢ € I sont des homothéties alors n’importe quelle base de E
convient.
Supposons qu’il existe 19 € I, tel que u;, n’est pas une homothétie, u;, est auto-adjoint donc

1
(%) @ Ex(ui,) = E, et VA € Sp(us,),dim(Ex(us,)) < m et cette somme est
AESP(uig)
orthogonale.

Par application de ’hypothéese de récurrence sur chaque E(u;,), il existe une base orthonormée
B de Ex(us,) qui diagonalise tous les u; = la restriction de u; sur Ex(u;,), pour tout j € I,
car (u;) jer est une famille d’endomorphismes autoadjoints et commutent.
La somme (*) est orthogonale, donc B = U Bx est une base orthonormée de E, qui
AESP(uig)
diagonalise tous les u;, avec j € I
C. Vecteurs réguliers

Supposons que B est inversible alors,

det(A+tB) = detBdet(B ‘A +tI,)
= (det B)xp-14(-1)

Xpg-14 désigne le polynéme caractéristique de B~ L A.

Donc A + tB est inversible si et seulement si —t ¢ Sp(B~'A), 'ensemble Sp(B~1A) est
évidement fini.

Supposons que A est inversible alors pour tout ¢t # 0,

det(A +tB) = det Adet(I,+tA"1B)
= (det A)t"xa-15(—1/1)

Donc A + tB est inversible si et seulement si[ (t # 0 et —1/t ¢ Sp(B~1A)) out = 0].

La famille (a1, ..., a,) est libre de RP, par application du théoréme de la base incompléte, il existe
une famille (ap41, ..., ap) telle que (ai, ..., ap) soit une base de R?, posons B la base canonique
de RP, A = matg(ai,...,ap) et B = matg(by,...,b,,0,...,0).

La matrice A est inversible. Par application de la question précédente A + tB est inversible pour
tout réel t sauf éventuellement pour un nombre fini de valeurs de ¢.

Par conséquent (a1 + tby, ..., ar + tb,) est également libre pour tout réel ¢ sauf éventuellement
pour un nombre fini de valeurs de ¢.
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dimImg(v) = g, il existe (e, ...,eq) € R™ telle que (@(v)(e1), ..., ¢(v)(eq)) soit une base

Q11.

Q12.

de Imp(v).

Supposons que le vecteur ¢ (x,y) ¢ Imep(v), alors la famille (¢(v)(e1), ..., p(v)(eq), (x, y))
est libre. Par application de la question précédente :

la famille (¢(v)(e1) +te(x, e1), ..., p(v)(eq) +teo(x, eq), p(x,y) +t.0) est libre pour ¢ voisin
de 0.

c’est a dire (p(v + tx, e1), ..., p(v + tx, eq), ¢(x,y)) est libre pour ¢ voisin de 0.
1 1 1
Alors (cp(;v 4+ x,e1), ey cp(;v + x, eq), ;cp(zr:, y)) est libre pour ¢ voisin de 0.

- v
Par conséquent puisque y € Imp(v) c’est a dire p(v,y) =0 = ¢ (t’ i), la famille

1 1 1
(PG + @€ oo + @60, yo@n) + o (12 2))

est libre pour ¢ voisin de 0.

. 1 vy 1 1
Puisque —o(2,y) + ¢ (4,7 ) = @@+ v, ~y), alors

, 1 1 1 1 B 1

La famille (cp(zfv +x,e1), ..., go(g'v +x,eq), p(x+ el Zy) d’éléments de Imgo(zfv 4+ x) est
libre de cardinale g 4 1, absurde avec la définition de q.
Donc Vy € ker ¢(v), p(z,y) ¢ Imp(v)
Soit « € R™ :

x Ekerp — Vy e R", p(xz,y) =0

= ¢(v,x) =0
— @(v)(z) =0
= x € ker ¢p(v)

Donc ker(p) C ker p(v)
Soit x,y € R™, de la question 10.

y€kerp(v) = o¢(z,y) € Imp(v)
= 32’ €R"/ p(z,y) = ¢(v)(z')

Supposons que y € ker ¢(v), alors

(p(z,9), p(@,9)) = (p(z,y), ¢(v,2))
= (p(z,2'), p(v,y))
= 0 car y € ker ¢(v)

Donc || (x,y)|| = 0 c’est a dire que p(x,y) = 0, alors y € ker ¢

Donc ker ¢(v) C ker ¢, alors ker p(v) = ker ¢

Si ker ¢ = {0}, alors ker ¢(v) = {0}.

dim ker ¢(v) + dim Img(v) = n entraine n = dim Img(v) et Img(v) C RP, alors n < p.
Soit v € V, posons Imp(v) = vect(p(v)(e1), ..., p(v)(eq))

Donc la famille (¢ (v, e1), ..., (¢(v, eq)) est libre de RP, soit u € RP tel que ||u|| = 1, de la ques-

tion 9. la famille (¢(v, e1) +tp(u,e1), ..., (p(v, eq) +tp(u, eq)) = (¢(v+tu,eq), ..., p(v+
tu, eq)) est libre pour tout réel t sauf éventuellement pour un nombre fini de valeurs de ¢t.

Alors la famille (¢(v 4 tu)(e1), ..., (v + tu)(eq)) de Imp(v + tu) est libre pour tout réel ¢
sauf éventuellement pour un nombre fini de valeurs de t.

Par conséquent v 4+ tu € V pour tout réel t sauf éventuellement pour un nombre fini de valeurs
de t, donc Je > 0 tel que B(v,e) C V.
L’ensemble V est un ouvert de R™.
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Avec les notations de la question 12. Imp(v) = vect(p(v)(e1), ..., p(v)(eq))

Q16.

Alors pour tout ¢ # 0, la famille (¢(tv)(e1),..., p(tv)(eq)) est libre de Imep(v) car ¢ est
bilinéaire.
Soit u € R™, par application de la question 9.

la famille (p(tv,e1) + t'p(u,e1), ..., p(tv,eq) + t'p(u,eq)) = (p(tv + t'u,e1),..., p(tv +
t'u, eq)) est libre pour tout réel ¢’ sauf éventuellement pour un nombre fini de valeurs de t’,
comme elle est de cardinal g alors tv + t'u € V

De plus Ht'v +t'u — uH < [t |v]| + |t' — 1] ||u|| cette derniere quantité tend vers O lorsque ¢
est proche de O et ¢’ est proche de 1.

L’ensemble V est dense dans R™.

D. Le cas p = n de noyau nul

Si ker ¢ = {0} alors ker ¢(v) = {0} c’est la question 11.

Donc dim Imeg(v) = n, lapplication @(v) est un endomorphisme de R™, qui est surjectif, il est
donc bijectif.

@(v) est un automorphisme de R™.

Soient x,y,z € R™, 3z’ € R™ tel que @g(v)(2') = =.

($(x)(y),2) = (@(z)o@(v) " (y),2)

(p(z, ‘;(U)_l (¥)), 2)

(p(z, @(v) 7 (y)), (v, 2))

(p(x,2"), p(@(v) 7 (y),v)) car ¢ est plate
(p(x,2"), @(v) 0 @(v) " (y))

= (p(z,2"),y)

et

(y,¥(@)(2)) = (y,0(x) 0 o7 (v)(2))
(y, #(x)(2"))
= (y,¢(=,2"))

Conclusion (y, ¥ (x)(z)) = (¢ (x)(y), z) et ¥ (x) est auto-adjoint.

Soient x,y, z,t € R™, Montrons que

(¥(x) 0 (y)(t), 2) = (P(y) o Y(2)(2), 2)
En posant @(v) 1 (t) =t/, ¢(v) " 1(z) = 2’

(B(2) o B(B)(8)y2) = (B(y)()(®)z) car P(x) est auto-adjoint
(e()(t), o(x)(2))

(p(y,t), p(z, "))

(p(y,2"), p(x,t')) car ¢ est plate

(¥ (y)(2), ¥ (z)(2))

(zy¥(y) o Y(x)(t)) car v(y) est auto-adjoint
= (Y(y)o(x)(t),z) car (,) est un produit scalaire

Alors
P(x) o P(y) = P(y) o P(x)

La famille 1 (x)zer» d’endomorphismes de 'espace euclidien autoadjoints qui commutent , donc
par application de la question 7. il existe une base orthonormée (eq, ..., €,) de R™ qui diagonalise
simultanément tous les endomorphismes ().
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La famille (e, ..., ey) étant celle de la question 16., posons pour tout ¢ € {1,..,n} : eg =
@ (v)(es).
La famille (e})1<i<n est une base de R™, car @¢(v) est un automorphisme de R™.
Montrons que la base (e’)1<i<n diagonalise ¢.
Soient 2 # j € {1,...,n}.

plese;) = o(ef)(e])
¢(e7) o p(v) 7' (ey)
= () (ej)

ce dernier vecteur est colinéaire a e;

D’autre part

plej,e)) = o(e))(er)
$(ef) o @(v) ™ (es)
¥(e))(eq)

Ce dernier vecteur est colinéaire a e;
Mais cp(e;., e;) = ¢(el, e;.) car ¢ est symétrique et la famille (e, e;-) est libre donc le vecteur
e(el, e;-) est nul.

Conclusion : la base (e})1<i<n diagonalise ¢.

Je tiens a remercier 1’éleve Ibrahim Benjelloun du lycée My Driss Fes qui a donné son aide pour la
réalisation de ce document
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