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1. eid _ éa — (é(ﬁ*&)/Z _ éi(dfa)/Z )édJra)/Z: /2 S'E -« ig+a)/2
2

doncd(e” — " )= % sirp;—a

2.a  Par hypothesé(p,q) e NxN" tel qued =
q

On aalorsz,, = e’ =1.Donc2g € A et par suited = o .

A est une partie non vide dg, elle posséde un plus petit élément
2.b  Supposong0<k,l<m tels quez, =z, i.e. e =¢"”

Quitte a échangek et ¢ on peut supposer< /.

Onaalorse” =1avecn=(—keN.

Or n<m etm estle plus petit élément dé doncn ¢ A.

Par suiten=0 i.e. k=/¢.

2.c  Puisquemn €A onae™ =1.
Par suiteVO<k<m-—1z2"' = €™ = (¢” = 1= Zetdoncz, €U .
AinsiVcU, .
De plusCardV =m = Card/,, doncV =U .

3. Par I'absurde : Supposonsk,?/ € Z tels quez, =z, aveck = /(.
Quitte & échanget et ¢ on peut supposer < /.

(k—0)0

z, =z, donnee"’ = & d'ol € =1 puis (k—£)0 = 2mm avecm € Z . Par suitef) :zlz et donc

9 € Q. Absurde.
T

4. VO<k<n—-1A =@ care®™ € 4, .
Il est clair que | ] A, CU.

0<k<n—1
Inversement, soit € U et a = Arg(z) €0, 2r].

Pourk = BE(==) €{0,...,n— onaﬁ§a<M etdoncze |J 4, .Ansivc |J 4
2T n n

0<k<n—1 0<k<n—-1

puisU= |J 4.
0<k<n-1
2br _ 20+

Soit k,0€{0,....n—1.Si 4, N4, =2.Soitz€ 4, NA, eta=Arg(z). Ona

n n

&SQ<M donc

n n

@<M et%<M dou k<{+1etl<k+1 ce quidonne =/{. Finalement
n n n n

(A,)os<,_1 €St UNE partition dé& .

4b Ilyan+1 éléments différents dans la listg,...,z, . Ceux-ci sont & repartir parmi les ensembles
A,,....A, . Forcément I'un des ensembles en contient au ni{pstte idée est connue sous le nom de
principe des tiroirs).

4c Remarquons, =" ="’ & =, > . Onadoncarge, )= argt, , 1 argf, ) [ 2] d'ol
arg,_, )= arge, - argf, v - [ 2.
Comme de plus)— €[0,2r], on peut affirmerArg(z, )= —¢.
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On ak(y— ) <a < (k+)W—¢) (en faitk:E(ﬁ ).

¥
Remarquonsy,, , = (€™ ) =2} = @7 )=,

0, =il & - gaif =P

kp—p)—a ¢ 21 _=
, <

L’encadrement initial donne0 < < <—.
2 n- 2

L . a—k(— - . .
z— sinz étant croissante si®,7/2 : 0< sin> (;/) ) < smw 2<p qui donne le résultat voulu.

f:x— x—sinz est dérivable suR™, f'(z)=1—cosr> 0, donc f est croissante sUR™, or f(0)=0,
la fonction f est donc positive suR ™.
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