Répartition des puissances d’'un complexe de module

On noteU I'ensemble des nombres complexes de module 1.
On noteU, I'ensemble des racines“"*de I'unité (pourn € N*).

On noted(z,2') = |z’—z| la distance entre deux complexeset 2’ .

Pourz € C*, on note :
e arg() 'argument du complexe défini a2x prés.

e Arg(z) l'unique argument de qui appartient é027r[ (appelé argument principal de).

On se donnd €0, 21 , et on considere 'ensemblé={z, /n€Z} avecz, =€".

L’objectif de ce probleme est I'étude de cet endenib.
1. Soita, 3 € R . Déterminerd(e” ,&" ).

On exprimera la solution sans radicaux et en foncxﬂieﬁ—;a
2. On supposé/m € Q et on formeA:{nEN*/zn :1}.

2.a  Montrer qued posséde un plus petit élément. Notemscelui-ci.

2.b  Etablir que les,...,z,, , sont deux a deux distincts.
2.c  Montrer queV =U,, .

Dans toute la suite du probléme, on supp@seg Q .

3. Montrer que leg, sont deux a deux distincts.

4, SoitZ €U ete>0.
On désire établir I'existence d'um € Z tel qued(z,,,Z2)<e.

On se donnex € N\{0,1} de sorte quezi <e.
n
. . 2 2r
On introduit, pour tout € {0,1,.. n— & A4 = {z cU k—<Argt X k+ 1)—} :
n n

4.a  Etablir que la familléA4,),_,., , forme une partition dé/ .

4.b  Montrer que parmiles,,...,z, deux éléments au moins se trouvent dans un méme
On notep et ¢ leurs indices respectifs et on pase- Arg(z,) ety = Arg(z,).

Quitte a échangep et ¢ on peut supposep <) et on a par construction — ¢ €]0,27/n].
4.c  EtablirArg(z,_,)=v—.

4.d Onnotea = Arg(Z) et on consideré le plus grand entier tel qugy — ) < «.

w_

Montrer qued(Z,z, ,,) < ZsinT

4.e EtablirvVz > 0,sin( )<z, et conclure.



