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Correction

Partie |

S .(p)—58,(p)= >0 donc (S, (p)),., est une suite croissante.

1
(n+1)" —

1 1 1 k+1 1 E+1 ]
Surlk,k+1,0ona <—=<-—= donc — < dt —dt uis
[ ] (k+2)P —t" k" j;« (k+27 — fk f P

1 Sfmidtg—l.
(k+2)7 Eootr k?
1

"1 Y1 1 1
B (s — — < :
Sn(p) 1 ka Z A ltp 1 tp d (p_l)tp—l X p—l[l nh—l] p_l

La suite(Sn (p))n>1 est croissante et majorée donc convergente.

Partiell

Unicité : SoitF' et G deux solutions.
F et G sont toutes deux primitives dedonc3C € R tel queVt€[0,x|, F(t)=G(t)+C .

Doncf F(t)dt:f G () +7C puis C =0 carf F(t)dt:f G(t)d = 0.
Existence : Soit?’ une primitive deF , C' = f F(t)dt et F: [0,7] — R définie parF(t)_F(t)——C.

F est, tout commé” de classe?®, F'(t) = F'(t) = f(t) et fo F(t)dt = j; F@)d—C=0.
Ainsi F' est solution.
B/(t)=t+C car B, est primitive deB, etfﬂBl(t)dt: 0 doncC=—=

Ainsi B(t)_tflw De méme, on obtienB, (t) == t fl'mht 1
2 2 2 12

Pour toutp>2,0na WB_ Hdt=0etB'=B . donc|B (¢ "=0 puis B (7)= B (0).
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La reIationZ(%)ﬂp_k =0 équivaut ap3, , + Z(ﬁ)ﬂp_k =0 soit encores, , = 712(5)@)4: :
P} =2

k=2
Ainsi, connaissants,,...,3,_,, on determings,_, . Cela assure I'existence et l'unicité ¢ )
Si l'on tient & étre plus précis, on peut aussirécr

Unicité : Si deux suite$3,), ., et (6.),., sont solutions, on montre par récurrens@e N, 3, =0, .

peN *

Existence : La suit€3,) ., définie parg, =1 etVpeN g

peN p+1

(p—kk ) .., est solution.
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8,=1, 51:_5, 52:_5(3ﬁ1+50):?3, 53:—2(652+4ﬁ1+ﬁ0)= 0et
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[ B.0a =25 (p)s, T or kil(g) = (p74) donc
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[ B, wdt = (WH)lZ(ﬁ‘H) =0 +1) i;( Y8, =0
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P

f?;(t)_$Z(£)ﬂp_kw”“’kt"‘l or k(ﬁ) p(R= %) donc

k=1
1 A ,
pkkl p=1-L 0
1)'; 1(£ %) a —)14 0( ) b= B(0)

Montrons par récurrence spe N que Bp = Bp .

Pourp=0, Vte[0,n], B,(t)=1 et B,(t)=1 : ok

Supposons la propriété établie au rang 0.

=B, avecj:BpH(t)dt =0etB =B, avecj:f?pﬂ(t)dt -0

B/(1)=

OnaB’

p+l
Or B, = Bp donc par l'unicité présentée dans la questioB 1= B,
Récurrence établie.
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Partielll

= cosf tf)—

Sir

zn:cos(z:t =R zn: gl= R zéezinlfl = Re"&" -
P T - e* _1 - d_ g

k=1

Or sin(2n+ 1y — sin = sin+ M+nt } sing(+ 1}nt ¥ 2cos@ ) sim

donc zn:cos(z;t )= Sin(2n + _1)_ sirt = sin(a.—i— y)f—j puis la relation voulue avek‘,:1
) 2sint 2sin Z 2
™ . [ ftycos(n+ yI 1 pr,
fo f(t)S|n((2n+1)t)d_l o1 ] t5 1, £ Ocos@+ D
or | f®)cos(@ + 1)} _lfoy+fe)
2n+1 o Zn+1

L

- +1f F(tycos(+ 1 d <

doncf0 F()sin( (2n+ 1))dﬂ ..

I, f B,(t)cos(Zt )d = [ B, ()sm(zetl)—f B, )sin@ X

donneIM:OfifoﬂBl(t)sin(th)d [( )B ¢ )cos(2t L &7 /i Ycos@2 )
_Bi(m-B(0) _
puis I, % @y f cos(Zt )d= (214:)

f B, (t)cos(2t )d = \ sz()sm(zat})—f Bl )sin@ )

donne’,, = —2—1k fo "B, \(t)sin(2kt )d = [(71)232]“ ¢ ) cos(®t k ﬁ fo "B}, f)cos@ )
2p 1(1) sz 1(0) 1 g . 1
puis 7, % %y fo B,, ,(t)cos(Zt )d= fwlp_m
1 1 I

]Ihk - (Zk)z ]p—l,k = (Zk’ )4 p=2k (2]€ )2(11—1) 1 (2{: )2p



4 . T sin(2n + 1}
4a [ g,@sin@+1yd= [ (B, ()-B, 0= ——d
or sin(2n + 1}

sint

ZZ cos(2t W 1

donc [, (sin(n+ 1y d = [(B,, €)- B, (o)[ 3 cos@ ) ]115(

mais j:sz(t)dt: 0 et j:sz(O)COS(Z;t )d= (donc

n

[ e, sin@+ 1y d = if”sz ()cos@ Yo-nB, (O ¥, 7B, (¢

(G

done [, (A)sin(n+ 1y d = Z ST

—mB,, (0).

4b  Quandn — 400, foﬂapp(t)sin((ZnJr 1y)d — Ccompte tenu de IIl.2 cap, estC".

1t . 1
Par SU|te"ETmZ§2p T, = B,,(0) puis ((2p)= (1) 1o 1321] (0).
Wzﬂ 7'(2 7'(2
5. B,(0)=—2=-— etdonc¢(2)=—.
,(0) o 12 ¢(2) 5
45 7_‘_4 7T4
B,(0)= =——— etdonc((4)=—.
«(0) 4! 720 ) 90

Partie IV

la fn(x):%x"k"zo(_l)k (%)l‘k :;1!2(_1)k (g)xwf :;]!'ieimi avece, = (—1)"" (nﬁi)ez.

1 2n Z'
1b VO<k<n, fPU2)== e
sh<n, () n!;e’('—k)!
2n | )
Yn<k<2n, fY(z)= Z ('Z.k:)l"’”"_k et f9(0)= —ekk' k(k—=1)...(n+2e, €Z.
'l]\ - -

Vk>2n, f9(z)=0 et fP(0)=0€Z.
1.c  Puisquef,(z) = f,(1—=), onaf/(z) = —f'(1—=) et plus généralement” (z) = (-1 f* 1—z).
Par suitef*) (1) = (-2 /¥ (0)e Z.
22 F,0)=b"(7*f,(0)— 7> 2P O)+-+ (1) [* (0)
or pour toutk € {0,...,n}, b"7* % =a® *b* € Z et f?7(0)€Z donc F,(0)€ Z
I[dem pourF, (1) .

2" et fP(0)=0€eZ.

2b  g/(z)=F" (z)sin(rz)+ °F, @z )singz )
or F"(z) +7%F, (z) = b"n**2f (x) aprés simplification et sachagif*"*?(z) =0
donc ¢/ (z) = 7°a" f,(z) sin(rz) comme voulu.

20 A== [yl @)dr=(s, 0. 0) =, OHF, Qe
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3.a Pourn>E(a), 0<u

: . . : 1
Par suiteu, — 0 et donc, a partir d’'un certain rang <E'



3.b

3.c

3.d

Pour toutz €[0,1, z"(1—=z)" €[0,1 carz",(1—z)" €[0,1.
Par suitef, (z) :i':p”(l— z)" €[0,Ynl.
n:
La fonctionz — o f, (z)sinmz est continue, positive sans étre la fonction nddec A, >0.
11 . 1 .
—_— ' —_— =
Pourn>n,, A, <7rf0 Zn.ﬁ](:p)sm(m)drg wao singrz )& = 1donc 4, €10,1.

C'est absurde cad, € Z . Par suiter® est irrationnel.

Si7 est rationnel alors? I'est aussi, or ceci est faux donc est irrationnel.



