CORRIGE: MATH1 ; MP ; CNM_2011

Etude de la somme d’une série de Fourier lacunaire quadratique

Rappels du cours :

En plus du programme Francais, ce probleme utilise ce petit rappel du cours, qui fait partie
du programme Marocain.

Définition :
Soient U un ouvertde C,a € U, et f: U - C une application.

(i) On dit que f est holomorphe en a si lim % existe dans C.

Dans ce cas cette limite est notée : f'(a) = lim '®@ dite dérivée de f en a.

(i) On dit que f est holomorphe sur U si f est holomorphe en tout point de U, et dans ce
cas, l'application f' : U —» C est dite la dérivée de f sur U.

Remarques : ( Opérations sur les dérivées )

(i) On dérive de la méme maniére que pour les fonctions d’'une variable réelle, le produit, le
rapport ( quand il est défini ), les combinaisons linéaires, de deux fonctions holomorphes.

(if) Si U est un ouvert connexe par arcs de C, et f : U - C une application holomorphe sur U,
alors f est constante sur U si et seulementsi vVze U ; f'(z) =0.

Théoréme : ( Equations de Cauchy Riemann )

Soient U un ouvert de C, et f : U -» C une application.

On pose : U= {(x,y) € R? tq x+iy € U} et V(X,y) el ; T(x,y) = f(x + iy).
On pose aussi : V(X,Y) € U : P(x,y) = Re(f(x +1iy)) et Q(x,y) = Im(f(x + iy)).
Alors U est un ouvert de R? et les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) f est holomorphe sur U.

(i) T estdeclasse CtsurUetvixy) €U ; Zxy) +iZ(xy) = 0.
oX oy
_ @
gl:: (X,Y) - oy (le)

(ii) P et Q sont de classe C* sur U et Y(X,y) € U ; 20 “
Y = -5 xy)

Remarque :
Sous les notations du théoreme précedente, si f est holomorphe sur U, alors :

vix,y) €U ; f'(x+iy) = %(x,y) = —i%(x,y)

Théoréme : ( Principe des zéros isolés )

Soient U un ouvert connexe par arcs de C, et f : U -» C une application holomorphe.

On suppose que f n'est pas identiqguement nulle, et qu'il existe a € U tel que : f(a) = 0.
alorsil exister > 0,telque D(a,r) ={ze C tq |z—a] < r} c UetVz e D(a,r)\{a}; f(z) # 0.
Autrement dit ( par contraposée ) si {z € U tq f(z) = 0} admet un point d’'accumulation,
alors f estidentiquement nulle.

einnzx

Dans tout ce probleme, on pose : q(x) =>_
n=1

izn2



1% Partie : Formule sommatoire de Poisson

Soit g : R — C une application de classe C* telle que : g(t) = O ( yetg'(t) =0 (t2 ).

[t]>+o0 [t]>+o0

Onpose: VteR ; go(t) = g(t) et Vn e N*; gn(t) = g(t + 2nz) + g(t — 2nrx).

1.1) L’application [t N g(t)e ™] est continue sur R, et d’aprés I'hypothése ci-dessus :
h(t) = O ( ), alors h est intégrable sur R.

|t |—>+OO

Onposealors:Vx e R ; §(x) = f g(te™dt. § est la transformée de Fourier de g.

1.2) L’application [t — t?g(t)] est continue surR et g(t) = O ( ), alors il existe A > 0,

[t|>-+o0
tel que cette application est bornée sur R\[-A, A], cette application est continue sur le
segment [-A, A], donc bornée sur ce segment, et par suite bornée sur R.
Il existe alorsM >0 ; Vte R ; |t?g(t)| < M.
Soit [a,b] un segment de R, Puisque : lim (b—-2nz) = —o et lim (a+ 2n7) = 4+

N—o0 N—oo

ANeN*; Vn>N ; Vte[ab]; (t—-2n7) < (b-2n7) <0et(t+2n7) > (a+2n7) > 0.

> " M < M M
vn=N; vte - 19n(®)] = (- 2n7r)2 T an? = an? | e
M M M M M
G L, et O G 7, e A0TSR Se”ez(m onm? | (arzne)? ) converge.

Par conséquent : la série (Z gn(t)> converge normalement pour t € [a,b].

n>N

Conclusion : la série (Z gn(t)> converge uniformément sur tout segment de R.
n>0

1.3) On note 7 la fonction définie, pour tout t € R, par : g(t) =>_ gn(t).
n>0
1.3.1) g est de classe C! sur R, alors Vn € N ; g, est de classe C! sur R.
Notons que : Vt e R ; go(t) = g'(t) et Vn e N*; gn(t) = ¢'(t+ 2nz) + ¢'(t - 2nn).

n>0
converge uniformément sur tout segment de R.
D'ou g est de classe C! surR, et vt e R ;g'(t) =>_ gn(b).
n>0
1.3.2) Remarquons que d’aprés le raisonnement de la question 1.2) on a:

vVt e R ; les séries (Z g(t+ 2n7r)> et (Z g(t- 2n7r)> convergent.

n>1 n>1

Vte R ;gt+2r) =3 gn(t+27) = g(t+27) +3° g(t+2(n + D) +X° g(t — 2(n — D7)

n=0 n>1 n>1

9(t+2m) = g(t+27) +>_ g(t+2n7) +>_ g(t — 2nx).

n>2 n>0

)

On remplace g par ¢g' dans la question précedente, on obtient alors que la série : (Z On



9(t+2m) = g(t+27) + g(t) + g(t— 27) +>_, (g(t+ 2nx) + g(t— 2nx)) = Y(b).

n>2

VkeZ ; c@ = & [ gme

n
VneN ; VteR ; |[gt)e™ - gp(t)e ™
p=0

= ‘@(t) —>_ gp()

p=0

n

Alors, d’aprés 1.2) la série >_ gp(t)e~ converge uniformément sur tout segment de R vers
p=0

[t — T(t)e ], en particulier sur [0,27]. On déduit alors que :

VkeZ ; o@ = & X [ gn(he

n>0

vkeZ ; c(@) = %fﬁ”g(t)e““du L > (fé”g(u 2nn)e“ktdt+j§”g(t— 2nn)e‘”‘tdt>
n>1
Onpose:u=t+2nr et v=1t-2nz.

e e = foe o ([ swe ot [ g )
n>1

De 1.1) l'application [t — g(t)e7 ] est intégrable sur R, la relation de Chasle donne alors :

VkeZ ; (@) =L fzﬂg(t)e“ktdt + 4 [, gwedu+ £ j?wg(v)e‘”“’dv.

VkeZ ; e@ = & [ ghedt = LK.

1.3.3) g(2nz) = O (%2) alors les séries (Z g(2nn)> et (Z g(—2nn)> sont

Inj—ee n>0 n>1

absoluments convergentes, et donc la famille (g(2nx))__, est sommable.
vnez ; gn) = [ gt)emdt = 2rcq ().

0 est 2z-périodique de classe Cl surR. vn e Z ; cy(@') = inca(Q).
vneZ* ;@] = &lcn@)] < 2(E + [en @)

La famille (#)nez* est sommable, et d’aprés la formule de Parseval, la famille (|cn(g’)|2)nez
est aussi sommable, donc la famille (|cn(T)|)nez €St SOmmable, et par suite la famille (G(n))

est aussi sommable.
D’autre part, en utilisant le théoreme de Direchlet, on a :

2.9 =27 3 ca(@) = 279(0) = 27 3 g(2n7).

nez nez nez

neZ

nez

2¢me pPartie :  Application de la formule sommatoire de Poisson
Pour tout réel & > 0, on note h, la fonction définie, pour tout t € R, par h,(t) = e,

2.1) h, est de classe C! sur R, et lim t?h,(t) =lim t?h,(t) = 0, alors les applications

[t} [t]>o0

[t — t2h,(1)] et [t — t2h,(t)] sont bornées sur R, et donc h, Vvérifie les hypothéses de g.

22)VxeR ; hi(x) = e et hy(x) = | Teteidt = [ et
L’application [(x,t) > e*-*] est de classe C* sur R2.

V(x,t) € R? :

‘Z—‘)’(’(x,t)| = |tle™* et l'application [t — [tle*] est continue intégrable sur R.



/
h1 est donc de classe C! surR et Vx € R ; hy (x) = [7 Srotdt = —i[ te ™t
/
vx e R Ay (0 + 2hi(x) = & [7(-ix - 20t = Lle 1] < 0.

ﬁ} est donc solution sur R de I'équation différentielle : (1) y'+ 2y = 0.

2.3) La solution génerale de (1) est y(x) = e~ . avec A constante réelle.
Posons alors : Vx € R ; ﬂ(x) = }te*% m(O) =A=Jr.
Conclusion : Vx € R ; ﬁ:(x) = ﬁe‘%

2.4)Vx € R : ha(x) = [ e~*t-dt. On pose : u = at.

—00
2

N 00 HV -~ —X
vx e R;h, () = 2 [Teviidu = Lhy(%) = T o7

2.5) Maintenant, appliquons 1.3.3) a h,. 27 >_ h,(2nz) =>_ ﬁ;(n).

nez nezZ

0 0 n2
2n<1 +2 3 e—4n2ﬂ2a2> - @(1 +2 3 e_4_2'>.
n=1 n=1

Soit a > 0, on applique la formule ci-dessus pour a = /% . On obtient :
ﬁ<1+2 3 e-fmza) = <1+2 3 e-%z-)
n=1 n=1

3¢me Partie :  Un résultat général sur les fonctions holomorphes
Pour tous a,b € C, on pose : Vt € [0,1] ; yap(t) = (1 —t)a+th.
Onnote aussi: Q = {z € C tq Im(z) > 0}.

3.1) Q est un demi plan, alors Va,b € Q ; [a,b] c Q.
Q est donc convexe, et par suite Q est connexe par arcs.

Soit f: Q — C une application continue.
Onpose : V(a,b) € @7 ; d(ab) =] f@)dz = (b-a)[ f((1-a+tb)dt.

3.2) Soit a fixé dans Q, et ®, I'application définie sur Q par: Vb € Q ; ®,(b) = ®(a,b).

f est continue, alors I'application [(t, b) 3 f(1-ta+ tb)} est continue sur [0,1] x Q, alors

D,(b) = jé Fa(t, b)dt définit une applicaton continue sur Q.

3.3) Soient a,b,c € Q.
| v@dz+] L@z = c-a) [ é((1 —Ha+tc)dt+(b—c) | é((1 — )T + th)dt.
[ y@dz+] y@dz= 3((ca-[a)+(bc—[c*) + (lof* - ac) + (Ib|* - cb)).

Iyab y(2)dz = 5 ((ba—[al’) + (|b]* - ab)).

jy w(2)dz + jy w(@dz = fy w(2)dz sietseulement si

((ca—al®) + (bt —[c|*) + (lc|* — ac) + (|b|* — ¢b)) = ((ba— [a]*) + (|b|* — ab))
si et seulement si ca+bc—ac—cb=bha-ab

si et seulement si c@-b)-(a-b)c=ba-ab

si et seulement si Im(c(a—b)—ba) =0



_ Atba
a—b
L'ensemble des ¢ € Q tels que : fm w(2)dz + jm w(2)dz = jyab w(2)dz

si et seulement s'il existe un réel A, tel que : ¢

est une droite horizontale si (a—b) € R et c’est une demi-droite ouverte si non.

3.4) Dans la suite de cette partie, f est supposée holomorphe sur Q, et si (x,y) € R? tel que :
(x+1y) € Q, on pose : P(x,y) = Re(f(x +iy)) et Q(x,y) = Im(f(x + iy)).

3.4.1) Les équations de Cauchy Riemann : | & = % et |X= -2

3.4.2) Soit (a,b,c) € Q3. D’'aprés la formule de Green-Riemann on a :
Q

[, Pdx—Qdy =[] (—— - & )dxdy = 0.

J...Qdx+Pdy =[] (& - —)dxdy 0. D’autre part, on a :

0=[_ Qdx+Pdy = (j Qax+Pdy+[ Qax+Pdy+ [ de+de) ()
0= de—Qdsz_rOy Pax—Qdy+ [ Pdx—Qay+| de—Qdy). ( *)

= (1 -t)Re(a) +tRe(c) te0.1]: x' = Re(c) — Re(a)
= (1-t)Im@a) +tim() ] Yy =1Im(e) - Im@a)

fm f(z)dz = (b-a) I;(P(X(t),Y(t)) +1Q(x(D),y(D))dt
fm f(z)dz = I;(RG(C) —Re(a))P(x(D),y(®) - (Im(c) - Im(a))Q(x(t), y(t)))dt

+ iI;(Re(c) —Re(a))Qx(1),y()) + (Im(c) — Im(a))P(x(t), y(t)))dt.
jy f(z)dz = jy Pdx — Qdy + ijy Qdx + Pdy.

D’ou d’'aprés les formules (x) et (x *) ci-dessus :

yac €St paramétré par : {

jy f(z)dz + jy f(@dz+ jyb f(z)dz = 0 et jy f(@dz = jy f(z)dz + jy f(@dz

3.4.3) a est toujours fixé dans Q. Soith € Q et c € Q\{b}.

— 1
2000 %(]m f(2)dz — jm f(2)dz) = L jm fz)dz = [ f((1 - b+ to)dt.
L'application [(t,c) — f((1 —t)b +tc)] est continue sur [0,1] x Q, alors I'application
[c — j;f((l ~ Db + to)dt] est continue sur ©, donc lim 2@ 0a) j;f(b)dt = f(b).

+*

3.4.4) On suppose que, pour tout b € Q, la fonction [r — ®(ir,b], définie sur ]0,+ool,
admet une limite dans C lorsque r tend vers 0*. On note F(b) cette limite.
Soit (b,c) € Q% et soit r > 0.

F(c) — F(b) =lim (@(ir,c) - @(ir,b)) =lim Oy f(z)dz+jyb' f(z)dz) = be f(z)dz = @(b,c).

Fixons b € Q et soit ¢ € Q\{b}.

HOF0 jof((l ~ b +te)dt, alors d'aprés la question précedente : lim FOFO — f(b).

On déduit alors que F est holomorphe sur Q et que F' = f sur Q.



4¢me partie :  Etude d'un exemple

Soit A un réel fixé dans l'intervalle ] — 1,0[ ; et f, la fonction définie sur C\R~ par :

fi(z2) = 2% exp(-1)

4.1) Les fonctions [z — z* = exp(1log(z))] et [z — —-1] sont holomorphes sur Q, alors la

fonction f, est produit deux fonctions holomorphes sur Q, f; est donc holomorphe sur Q.

4.2) Soit b un complexe fixé dans Q. On pose : Vr >0 ; Jyp(r) = fy f,(z)dz.
irb

336(r) = (b —ir) [ ((1 = B)ir + th)" exp(-—b—=)alt.

vr>0; [t— ((1- t)ir+tb)*exp(—m)] est continue sur le segment [0, 1].
vr>0; Vte[0,1] ; |exp(—m)| = ‘eXp(_

(1 —t)ir + th)*exp(-

i(tb—(1-b)ir) )‘ _ tim(b)+(1-t)r
(|(1-t)ir+tb|)? (J(A-t)ir+th])?

< [((L-bir+th)*| = |(1—t)|r+tb|

)<1
i
((1-D)ir+th) )

(L = Dir + th)* exp(— =) | < (L - D)r + tim(b))? + 12 Re(b)2)?.
A

A , .
< < 0, alors [t — t2] est décroissante sur R**, alors :

2
((1 - Oir + tb)* exp(~ <t = &L avec -2 < 1,

((1- t)iir+tb) )
L'application [t — 'b—'] est continue mtegrable sur 0, 1].
€]0,1] ; Irirp (1 —t)ir + th)* exp(- ) = b*t*exp(F).

((1—t)ir+tb)

En plus I'application [t — b*t*exp(<)] est continue sur 10, 1].
Alors d’'aprés le théoréme de convergence dominée, ona:

. 1 .

lim j (1 - t)ir + th) exp(- o)At = j b*t* exp(SL)dt.

Dod lim J5,6(r) = Fa(b) = ij t* exp(5h)dt.

4.3) On note G, la fonction, définie pour tout z € Q, par G,(z) = z*2exp(+)F,(2).

4.3.1) F, est holomorphe sur Q et Fl’ = f, d'aprés 3.4.4), G, est produit de trois fonctions
holomorphes sur Q, alors G, est aussi holomorphe sur Q.

432)VzeQ ; Gu2) =z 2exp(+ )z“lj t*exp(sh)dt = L exp(+ )j t* exp(<-)dt.
Onpose:u= ¢ ;dt=-8 v2eQ; G(2) = + exp(z)j1 u*2exp(=L)du.

4.3.3) GA(Z) = %II U= Zexp( I(u 1) )dU _ 1 J' (1 +V)_’1 Zexp( —iv )dV

(ot lonaposév=u—1); |exp(=L)| = ‘exp( |Z'|VZZ)‘ = exp( v||:|12(2) )y<1
G(2) = i[(1+V)*2exp(29)]" +i(A +2) j;“’(l +V) 3 exp(=iL)dv
Gi(2) = —i +i(A +2) j;w(l + V)3 exp(=L)dv.

Im(z) > 0 etv > 0, alors |exp(=iL)| < 1.

Gi@)] < 1+A+2)[ "L+ 3dv = 1+ [-(L+v)*2]" = 2.

D’aprés 4.3) et I'étape précedente : |F_%(z)| = |G_%(z) ||z|%|exp(‘7i)| < 2|z|%.



5¢me Partie :  Démonstration de la propriété proposée
Pour tout entier naturel non nul n, on note u, la fonction définie, pour tout z € C, par :
Un(z) = exp(izn?z)

5.1) Soientz € C et n € N*, |un(2)| = exp(-zn?Im(2)).

SiIm(z) < 0 alors la série (3_ua(z)) diverge grossiérement.

SiIm(z) > 0 alors |un(z)| =O (#) alors (3_un(2)) converge absolument.
N—o0

Finalement la série (3_un(z)) converge si et seulement siz € Q.

5.2) Separons les indices palres et impaires dans la somme suwante
uiz+1) Z exp(irn?(z + 1)) —Z (-1)" exp(izn?z) Z exp(ir4n?z) Z exp(ir(2n — 1)?z)

n=1 n=1 n=1 n=1
uz+1) = u(4z) —u(z) +>_ exp(ir4n?z). D'ol : Vz € Q ; u(z+1) +u(z) = 2u(4z).
n=1

5.3) Pour tout n € N* et tout (x,y) € R x]0,+o[, On pose :
Un(X,Y) = Un(X+1iy) et T(xy) = ux+iy).

5.3.1) Soienta > 0 etk € N, Soit (x,y) € R x [a,+o[.
vn e N* 5 [nkTn(x,y)| = nkexp(-zn?y) < nkexp(-zn?a).
nkexp(-zn?a) = 0 ( ) alors la série (3_ nkexp(—zn?a)) converge et par suite la série

N—o0

(Z nkUn> converge normalement sur R x [a,+oo[ pour tout a > 0.

n>1

5.3.2) Vn € N* ; T, est de classe C! surR ><]O,+oo[.
En effet: V(x,y) € R x]0,+o0[ ; Un(X,y) = exp(—zn y+ iTn?x).
2o (x,y) = izn2exp(-wn?y + izn2x) et | 2= (x,y) | = 7n?exp(-zn2y).

La série (Z S (x, y)> converge normalement sur R x [a,+oo[ pour touta > 0.
n>1
D’ou en appliquant a y fixé le théoréme de dérivation sous le signe >_, la fonction g—TX‘(x,y)
existe en tout point de R x]0, +oo[, avec SL(x,y) = iz Y n?exp(-zn2y + izn?x).
n>1
5.3.3) Vn € N* ; T, est de classe C! surR ><]O,+oo[.
En effet : V(X, y) € R x]0, +oo[ Un(X,y) = exp(-zn?y + irn?x).
O”” (X,y) = —wn?exp(-zn?y + izn2x) et | 2=(x,y) | = 7n2exp(-zn2y).

La série (Z %n (x, y)> converge normalement sur R x [a,+oo[ pour tout a > 0.
n>1

D’ou en appliquant a x fixé le théoreme de dérivation sous le signe »_, la fonction 5—”(x y)

existe en tout point de R x]0,+x[, avec <- (x y) = - Y n?exp(-zn?y + izn?x) = |—(x y).

n>1

5.3.4) V(x,y) € R x]0,+o0 ; L(x,y) = iz Y n?exp(-zn?y + iznx).

n>1
Cette série converge normalement sur R x [a,+oo[ pour tout a > 0, et pour toutn > 1, la
fonction [(x,y) — n2exp(-zn?y + izn?x)] est continue sur R x]0, +ool.



2 est donc continue sur R x]0, +oof et d’aprés la question précedente, <& est aussi continue
sur R x]0,+o0[, alors T est de classe C! sur R x]0,+[ et vérifie : Z-(x, y) +id (x y)=0
D’ou u est holomorphe sur Q.

5.4) Soitz € Q, on a bien + ¢ R~ car Im(z) > 0.
( Dans cette question, une faute de frappe a I’énoncé, un signe - oublié)

(L)Y 7L +2u@) = (i) <1 +2>° exp(inn22)> et1+2u(sh) = 1+2 Y exp(=2nd),

n>1 n>1
D’aprés la question précedente :

h@) = (£) 21 +2u@) - (1+2u(3) = ($)2 (1 23 exp(inn2z>> - <1+ 2y exp(-i+“2>>
n>1 n>1

définit une fonction holomorphe sur I'ouvert connexe par arcs Q.

D’aprés la formule (2), si z = ia avec a > 0, alors h(z) = 0.

D’ou d’aprés le principe des zéros isolés, h est nulle Q, ce qui établit :

VieQ : (L) 7(1+2u@) =1+2u()
5.5) D'aprés 5.2), u(z+1) + 3+ = 2u(4z) —u(@) + 5 = (2u(42) +1) - 3+ (2u(2) + 1).

Alors en appllquant la question precedente
u@z+1)+5 = (42) L+2u(5) - 5(3)7 F(1+2u(3h))

U+ D+ 5 = (H7UEH) -u(E) = ()7 X (exp(=55) —exp(5™))
n>1

56)vn>1; vzeC ; [Im(z) >0=|un(@|<1=

Alors la série > (ﬁ) converge normalement sur {z € C tq Im(z) > 0}.

n>1

Enplus:vn > 1 ; lapplication [z — ‘:”—(Z)] est continue sur {z € C tq Im(z) > 0}.

@ | < ;L.].

irn2 | — n2

Dot v(z) =>_ ( Ll’ﬂffz) ) définit une application continue sur cet ensemble.
n>1

5.7) D’'aprés 4.3.3) : Vz € Q ; |F,%(z)| < 2|z|%. alors :

z 3 2 (ajz] 3
o 3
7n? | - TEr( T ) 2

VZeQ ; Va>0;vnx1; “ cQetdonc: |nF_%(ﬁz)| =2n

VzeQ;Va>0;Vn>1;Lasérie| Y nF_%( ﬂ":]zz > converge absolument, donc converge.
n>1
5.8) Pour tout z € Q, on pose :

o4
Vi(2) =) = Un(Z) et w@) = % 3 (nF_% ﬁ)—ZnF_%(#))

n>1 n>1

5.8.1) On reprend un raisonnement identique a celui de 5.3) pour établir que v; est
holomorphe sur Q.

V(X,y) € R x]0,+oo[ ; Vi(X+iy) = avl x,y) =>. = olly (X,Y) =2 Un(X,y) = u(X +iy).

irn2 OX
n>1 n>1

D'oli: Vz e Q ; Vi(z) = u(z), cestadire: vy = u.

5.8.2) Vu ce qui est admis dans I'énoncé : pour toutz € Q, on a:



oL
W@ = 85 3 (AF L () - &F /(%)) Utiisons 4.3.1) :
n>1
1
2

w'(z) =

O 3 (F () Texp(-E0) - 2 (L) 7 exp(=20)).
n>1

w'(z) =

p? (L2t exp(aimt) - 274 exp(aant)).
W@ =)y (exp(=2= exp(-i+“2)) =u(l+2)+ <. (selon5.5)

n>1

5.8.3) Posons : Vz € Q; wi(z) = vi(z+1) —v(1). w; est holomorphe sur I'ouvert connexe

pararcs Q,etVze Q ; wi(z) = vi(z+1) = u@z+1) =w'(2) - 3.

Alors I'application [z +— w1(z) — w(z) + 5] est constante sur Q.

D’aprés 4.3.3) la série Y (nF_% %) - 2nF_%(#)> converge normalement pour z € Q,
n>1

lz| < 1, on peut alors intervertir les signe Y et |ZII'BI , la constante cherchée est alors nulle !

n>1 7eQ

Dot: VzeQ ; wi(z) -w(z) + 5 =0, cestadire:

1

)2

VzeQ : vi(z+1)-v(l) = -% (nF_i( ) — 2nF_1( 2))
n>1

5.9) D’aprés la question précedente, pour toutz € Q, on a:
Vz+1) v + 2| = E |2 (WFy () - 20F 1 (L))
n>1
3 S
etselon 4.3.3), vn=1 ; |nF_y (%) - 2nF 1 ()| < 2n|2% | +4n| 2 |* = 22 5.
ou 0 est un réel strictement posmf mdependant de Z.
On pose alors : ¢ = Of > n—lz eR*. VzeQ ; |[vz+1)-v()+ %] < c|z|%.

n>1
5.10) Soient x € R ety > 0, d’aprés la question précedente :

|v(x +iy+1)-v()+ % | < CX+ iy|%. On applique 5.6), on fixe x, et on fait tendre y vers 0.
On obtient : Vx € R ; |q(x+ 1) —-q(1)+ §| < c|x|% , dou (q(x+1)-q()+ %) =0 <|x|%>.
x-0

Finalement : q(x +1) = q(1) - 5 +0 (x).
x-0

On déduit alors que q est dérivableen 1 etq'(1) = -+



