Correction

d’apres probléme Ensemble Cachan option économiéeaP004.
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certain réelz . Puisquer, <z, <1, a la limitez, <z <1 or z,>0 doncz €]0,1.

=1. La suite(z,) est croissante et majorée, elle converge doncurers
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limite, on obtientf(p) < . Or p, >¢q, doncp,—1>¢, d'ou f(p) <— mais f(qg) > —+—>—
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donc f(p) < f(q) -
Supposong = ¢ et considérong le plus petit indice tel que, = ¢, . Quitte & échangep et ¢, on peut

supposerp, > g, . Notonsz, = X
k=0 Po--- Dy, k=0 Po--- Dy,
1 - 1 1 - 1
x, = > ety, = > avec p,...p,_, = qo---q,_,= 0. Comme dans la
DPo---Prak=t Pe---Py Go---9e-1 %= Y-k

.Pourn>/¢,ona

question 2.a, puisqug, >q,, ona lim > < lim >

e k=0 p[ ~--pk n—+too k=0 q;;‘ "'qk

donc f(p) < f(q) . Finalement

p=q= [f(p)=f(q).

Montrons par récurrence sue N la propriété :P(n) = « y, existe ety, e]O,]] ».

La propriété est bien entendu vraie au rang 0. &gs la vraie au rang> 0.

Par hypothése de récurrenge existe ety, >0 donc p, = E(1+ Yy, ) existe et par suitg,,, = p,y, —1
aussi. Commep, <14+¥y, <p,+1,0onapy, <y, +1<py, +y, cary, >0.La premiére inégalité
donney,,, = p,y, —1<y, <1 etla seconde donng_, = p,y, —1> 0. Ainsi y,,, €]0,1 et la récurrence

est établie. De plus, durant la démonstration tle-cg on a vuy, ,, <y, ce qui assure la décroissance de

n+l

la suite(y, ) .
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Considéron® = (p,),. - p €st une suite d’entierg, = E(1+ ¥y,)> 2 cary, =z <1 etenfinp est
une suite croissante car = F(1+ Yy, ) et que la suitdy,) est décroissante. Comme
1 1 1 ) R
=3 |§ I < <——0, on peut affirmer lim
e po~--pk| Po---D,  Do---D, 2 TS Do Dy

f(p) =2z . Comme ceci vaut pour toute }0]} , on conclut quef est surjective (et finalement bijective).

=g autrement dit

On reprend les notations du 1.
(<) Supposons gu'il exist&/ € N tel que pour touk > N, p, = p, . On a alors, pour tout > N ,

1 1 1 1 N1
T, =—+ ot + > — donc
Py PoP1 PoP1---Py PoPr+-Py 521 Py
. 1 1 1 1
z=lim gz =—+ 4+ + €Q.
n—too Do PoPy PoPr-Py PPr-Py(Py =1

(=) Supposons € Q. On peut écrirer = a/b aveca,b € N*. En reprenant les notations du 3.,
montrons par récurrence qu’on peut écijre=a, /b aveca, € N* . Aurang 0, la propriété est vraie et si



elle est vraie au rang alorsy, , = p,y, —1= (p,a, —b)/b=a,,,/b aveca,,, entier qui est

n+1
nécessairement strictement positif gar, I'est. La récurrence est établie. Puisque la syit¢ est
décroissante, la suite de terme généfak by, I'est aussi, or c'est la une suite d’entiers relyrelle est
donc stationnaire et il en est de méme de la gyjte. Il en découle que la suite,) définie par

p, = E(L+y.") est elle aussi stationnaire et I'implication estdntrée.



