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M.SAADAQOUI § B.BAKHOUCH

I. Généralités sur les endmorphismes nilpotents

1. Si w € L(F) est nilpotent, alors il est trigonalisable ( puisque admet un polynéme annulateur
scindé sur R) et son spectre est réduit & {0}, donc #r (u) = 0. De méme u* est nilpotent, donc
tr (uk) = 0.

2. 0 € Np de plus si u, v sont deux éléments de Ng et (o, 8) € R?, alors matg (M\u + pv) = Amatp (u)+
pmatg (u) € T, +, donc Au + pv € Np.

L’application f : Ng — T.)* (R) ,u — matg (u) est un isomorphisme d’espaces vectoriels donc

-1
dimNp =dim T,/ = %
3. Siu € N (F) ou N, et p I'indice de nilpotence, alors p < n donc v =0, donc 1 < v (u) < n.
o 1 0 --- 0
0 0 - ' :
D’autre part si v désigne ’endomorphisme de E de matrice J,, = | 1 ¢ | dans B,
: L1
0 0 O

alors v (u¥) = k pour 1 < k < n, donc [1,n]. Donc {v (u) /u € N (E)} = {v(u) /u € Nz} = [1,n].

4. u est nilpotent d’indice n, donc (z,u (z), ...,uP~* (z)) est libre.
Si la famille (u?~! (z),u4™! (y)) est libre, alors u?~! (y) # 0 et donc (y,u (y),...,u? ' (y)) est libre.

p—1 q—1
Soit (o, a1, .., -1, Bgs s B4—1) € RPT tel que Zaiui (x) + Zﬁiui (y) = 0.0n compose par
=0 i=0
p—1 p—1—q
u?, ce qui donne Zaiu”q () = 0 ou encore Z aut () = 0 puis par indépendance de la
i=0 =0
p—1
famille (z,u (x),...,uP™1 (z)) on a a; = 0 pour tout i € {0,1,....p— 1 — ¢} .Donc Z aut (z) +
i=p—q

q—1
Zﬁiui (y) = 0 puis on compose par u?~" ce qui donne a,_u”~" (z) 4+ f,_u?" (y) = 0 ( puisque si
=0

i >p—gq,alorsi+q—1> p) puis par indépendance de (u?~! (x),u?"! (y)), on a By1=apq=0.

p—1 q—2
On a donc E aut T (1) + E B,uT771 (y) = 0 puis on compose par u?~? | ce qui donne que
i=p—q+1 1=0

Wp—qt1 = PB42=0.
Supposons que a,_q+; = (3, ;_1, alors par un raisonnement analogue en composant par u? "', on
aap griy1 = fB,;_o=0. D’ou le résultat.

5. Soit u € N (F) de nilindice p , l'inclusion Im (u?~!) C Im (u) N ker (u) est immédiate (u? = 0 et
p>2).
Soit y un élément non nul de Im (u) Nker (u) donc y = u (a) avec u? (a) = 0 pour un certain a € E.

Si (uP~! (z),u (a)) est libre, alors par la question précédente la famille (x, u (z) , ...,u?~! (z) ,a,u (a))
est une famille libre de E de cardinal p + 2 > n, ce qui est absurde, la famille (u?~! (x),u (a)) est
lice, par suite y = u (a) €Vect{uP™! (z)}, donc Im (u) N ker (u) =Vect{uP~! (z)} C Im (uP71).

1



Ce qui donne Im (u) Nker (u) = Im (u?~!) =Vect{u?~! (z)} . En particulier dim Im (u?~!) = 1.
IT. Endomorphisme de rang 1 d’un espace euclidien.
. Soit z € E\ {0} , pour tout (a,b) € E?* et A € R ,on a:

VzeE,(Aa+b)®z)(z)=Na+b|z)z=A(a|2)z+0|2)z=Aa®z)(2)+ (b®2x)(2)
Donc

(a+N)@zr=XNa®z)+ (b® )

D’ou la linéairité de a — (a ® x) .
Par définition de (a ® ), on a Im ((a ® x)) CVect(z) .

Si(a®z) = (b®x), alors pour tout z € E , (a|z)x = (b| z)x donc (a —b | z) = 0 pour tout
z € E. Ainsi b — a € E*+ = {0} donc a = b, ce qui assure l'injectivité de a — (a ® z).

Soit u € L (F) tel que Im (u) CVect(x).
Siu=0,alorsu=(0®x).

Si u # 0, alors Im (u) =Vect(x), on a dimker (u) = n — 1. Considérons une base orthonormée de
B = (e1,ea,....,e,_1) de ker (u) qu’on compléte en une b.o.n (ey, ...,e,_1) de E.

Siz= Zaiei, alors u (2) = ayu (e,) = Aa,x on u(e,) = a,x. Posons \e, = a.

Donc u(z) = (z | Aep)x = (a | 2)z = (a® x) (z) pour tout z € E. Donc u = (a ® z)
D’ou la surjectivité.
. B = (ey,es,....,e,) une base orthonormée de F, alors

n n

Tr((a®2) =) ((a®z)(e)e) =) (ale)(w]e)=(alz)

i=1 =1

IIT Deux lemmes

k+1

k
. Supposons que (u + tv)" = Ztifi(k), alors en écrivant (u + tv)*' = (u+ tv)* (u + tv) on a:

=0

k
(u+to)* = (thf(k ) u+tv) = ék)u + Zti (fi(k)u + fi(f)lv>

Posons f(kJrl fé u et f (k+1) fi(k)u + fi(l_c)lv.

Supposons qu’il existent une autre famille d’endomorphisme (ggk)> tel que Vt € R, Zti fi(k) =
i=0

gi(k) pour ¢ < p — 1, alors

k
Ztigi(k) , alors pour t = 0, £ = g{". Supposons que f =

k k

pour tout ¢ # 0, on a Zti*p fi(k) = Zti*pgl(k) puis on passe a la limite en 0 ce qui donne que
i=p i

i =,

D’ou 1’un1c1té de I’écriture.



10.

11.

12.

D’apreés la relation fékﬂ) = fék)u ,on a a l'aide d’une récurrence immédiate que fék) = uk.

Ona fF = By 4 By = Wy 4 uky. avee fN = .

k-1
Supposons que fl(k) = Zuivuk_l_i, alors
=0

V est un sous-espace nilpotent donc u+tv € V . Par définition de p = max v (u) ,ona (u+tv)) =0
ue

p
Donc Zti fi(p ) = 0 pour tout ¢ € R, ce qui donne ( par unicité établi en 9.), que fi(p ) = 0 pour tout

i=0
1 < p.
p—1
En particulier fl(p ) =0 ce qui donne la relation Zuivup’l’i = 0.
=0

k—1
D’apres la question 8,on a tr < l(k)> = Ztr (u"vuk*k") = Ztr (ukilﬂ'u"v) =ktr (ukilv) .
i=0 '

k
Onatr((u+tv)’) =0doncVt € R, Ztitr <fi(k)> = 0 donc tr <fi(k)> = 0 ( unicité du développe-
i=0
ment limité).

Onatr <f1(k+1)> =0, donc 0 =tr (fl(k+1)> =(k+1) tr (ukv), ce qui donne tr (ukv) = 0 pour tout
ke N*.

Soit a € K (V)" , ona (u+tv)"" (y) € K (V), donc pour tout t € R, (a | (u+tv)’" (y)) = 0.
k

Puis & I’aide de la question 8., on a pour tout ¢ € R, Zti (a ] fi(k) (y)) = 0, puis <a | fl(pfl) (y)) =0
i=0

pour tout a € K (V)*, donc £ (y) € K (V).

p—2 p—1
On a u (fl(p_l) (y)) = Zu”lvu”_Q_i (y) = Zujvup_l_j (y) , puis & l'aide de la question 9. on a
i=0 =1

p—2
u (S0 ) = Yourttowr 2 (y) = —our (y) = —v (! (y)
i=0
Pour z € Im (uP™!) , il existe y € F tel que y = uP~! (z). Par 'égalité

v(@) =v (@ () = —u (1 W)

FP D () € K (V), donc v (z) € u (K (V).

Soit x € V*\ {0} tel que K (V) CVect(z) + V.

Par récurrence sur k.

Pour £ =0, \g =0 et yop =y € K (V). Supposons que qu’il existe A\, € R et y, € K (V) tel que
y = Mz +u” (yr) . yp € K (V) CVect(x) + V, donc on peux écrire yy, = j,x + v (z) ot v € V.
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13.

14.

15.

16.

17.

On a z € Im (u”~!) donc pour k > 1, on a u* (z) € Im (u**77!) = 0 ( puisque u” = 0).

On peux donc écrire y = Mgz + v (v(x)). D7apreés la question 11, v(z) € u (K (V)), donc
uf (v (z)) € uP (K (V)), donc il existe yp1 € K (V) tel que u* (v () = uF ™ (ypaq) -

Par suite y = A\pp12 + uF L (ypg1) . (avec Mgy = Ap).

Pour k =p,onaw? =0, doncy = \,x € K (V).

On az € Im(uPt) C K(V), donc v(z) € v(K (V) C K (V) CVect(x), donc il existe a € R tel
que v (y) = ax. « est donc une valeur propre de v donc o = 0. Ainsi v (y) = 0.

IV Démonstration du théoréme de Gerstenhaber

Les applications f : V — E ,v — v (x) est linéaire , V, = Im (f) et ker (f) = W sont des sous-
espaces respectives de E et V.

application g : W — L (H),u +— T est linéaire, donc ker (g) = Z et Im (g) = V sont des sous-
espaces vectoriels respectives de W et L (H) .

D’apres la formule du rang,
dim V = dimker (V,) + dim W et dim W = dim Z + dim V.

Donc dim V = dim ker (V,) + dim Z + dim V.

D’apres la question 6., il suffit de montrer que si u € Z, alors Im (u) CVect(x) .

Siuw € Z, alors u = 0 donc pour tout z € H ,mowu(z) = 0 ce qui est équivalent a u(z) €
H+ =Vect(z).

D’autre part 'application ¢ : a — a®z est un isomorphisme de E sur 'espace vectoriel {u € L (F) : Im (u) C

Posons L = ¢! (£) , alors, par isomorphisme, onadim Z =dimLet Z = ¢ (L) = {p(a):a € L} =
{a®@z:a€lL}.

Soity € Let p(y) =y®@x € Z,donc y ® x € W en particulier (y ® x) (z) = 0 qui se traduit par
(y | z)x =0 avec x # 0 donc (y | ) = 0.

On a établit que pour tout y € L, (y | ) = 0. donc = € L*.

SoitueV etac L. Onaa®x € Z donc a ® z € VW en particulier v =a® x € V.

D’apres le lemme A, on a T'r (ukv) = 0.

D’autre part pour tout z € E , v ov (2) =uf ((a | 2)z) = (a | 2) v* (z) = (a ® u* (2)) (z) , donc

ub ov =a®uf(2)

A Taide de la question 7, on a T (u*v) = Tr (a @ u* (z)) = (a | ¥ (z)) donc (a | u* (z)) = 0 et
ceci pour tout a € L.Donc u* (x) € L+ pour tout k € N et pour tout u € V.

S’il existe A € R* tel que Az € Vz, alors il existe v € V tel que Az = v (z). v est nilpotent donc son
spectre est réduit a {0} par suite A = 0 ce qui est absurde.

On a d’aprés 16, Vo C Lt et d’aprés 17 cette inégalité est stricte puisque z € L+ et z ¢ V.

Donc dim Vz < dim L+ ce qui donne que :
dimV, +dimL < dim Lt +dim L =n

Donc dimV, +dim L <n — 1.



18.

19.

20.

21.

(12

L’expression de la projection orthogonale sur H :Vect(a:)L est: 7 (2) =2 — H HQ
x

2
]
u € W), ce qui donne que uru® = u**

%o uk = bt ou encore Tt = vkt = 7 o ! pour tout k € N .

Soit k € N, 7 (u"(2)) = uF () — z donc u (7 (u* (2))) = u*™ (2) (w(z) = 0 puisque

k+

donne u o u¥ = uF*! puis T ouour = m o uF*! ce qui donne

k

u étant nilpotent, donc il existe k € N* tel que u* = 0 , et donc u* = 7o u* = 0.

Donc % est nilpotent. Ainsi V est un sous-espace de £ (H) dont tous les éléments sont nilpotents,
c’est-a-dire que V est un sous-espace nilpotent de £ (H) .
(n—1)(n—2)

D’aprés I’hypothése de récurrence appliqué & H , on a dimV < 5 )

Et d’apres les questions 14 et 15, on a:

dimV:dim(Vx)+dimZ+dimv§n_1+(n—l)(n—Q) :n(n—l).

2 2
: n(n—1 o . N

Supposons que dim ) = , alors 'inégalité précedente est en faite une égalité donc:

-1 — -1 -2 -1

%:dimV:dim(Vx)—i—dimL—i—dimVgn—1+<n )2(" ):"<”2 ),
Puis a I’aide des questions 17 et 19, on a:
—1 -9 _
0 < dim (V) + dim L— (n — 1) = " >2<” ) dimV <0
(n—1)(n—2)

Donc dim (Vz) +dimL—(n —1) =0 = — dim V ce qui donne que

2
n—1)(n—2)
5 :

dim (Vz) +dim L = (n — 1) etdimV = (

D’autre part par la question 14. et en utilisant que dim Z =dim L , on a

dimVz + dim L = dim V— dim V) — ”(”2_ H_(n- 1)2(”_2) 1

Donc dim (Vect (z) @ Vz) + dim L = 1 + dim Vz + dim L = n.

Des question 15 et 16, on déduit que Vaz+Vect(z) C Lt et cette somme est directe d’aprés la
question 17. D’autre part, par la question 20, on a dim (Vx @ Vect (z)) = n — dim L = dim L*

Donc Va®Vect(r) = L+,
D’aprés la question 16, on a pour tout k € N ,v* () € Lt = Va®Vect(z) .
On fait une récurrence sur n , pour n = 2 rien a vérifier , supposons que la propriété pour n—1.0n a

dimp = 2= =2)

n—1.0nau""2+#0doncu™?+#0 (u"?=mou"?) par suite l'indice de nilpotence de u > n — 2

. D’apreés 2 et 3., il existe un endomorphisme % € V d’indice de nilpotence

donc nilindice générique de V est > n — 1.
Si Vx = {0} alors L+ =Vect(z) , donc L = H.



22.

23.

24.

On a dimV = (n = 1)2(n —2)

(e2,€3, ..., e,) de H dans laquelle tout les éléments de V sont représentés par une matrice triangulaire
supérieure stricte.

donc d’aprés ’hypothése de récurrence il existe une base B; =

On considére la base B = (eq, e, ...,€,) ol €1 = .

Siu €V, onaVr={0}, dncu(zr)=0et pour 2 <i<mn,onaul(e) EVect(er,es,...,ei1)
puisque u € V.Donc la matrice de v dans B est triangulaire supérieure stricte.

v est nilpotent et p > n—1, donc d’apres la question 5, dim Im (vP~!) = 1 et Im vP~! =Vect(vP~! (x))
D’autre part, d’aprés la question 20, en prenant k = p — 1, on a vP~! (z) €Vect(x) + V.

Donc Im (vP~) CVect(x) + Vz.

On choisit ¢ € R tel que (v + tvg) (x) # 0 (un tel réel existe puisque v () # 0 ), puis la question
précédente on a

Im (v + tvy)"" C Vect (z) + V.
1
Soit y € Im (vP~1) [y =ovP~!(2) , & partir d’un certain rang ng, on a (v + —Uo> () #0
n

1\
donc pour tout n > ng , y, = (v + —vo) (z) €Vect(z) + V.
n

D’autre part Vect(x) + Vz est fermé ( puisque c’est un espace vectoriel de dimension finie), donc
y = liril yn €Vect(z) + Vx ce qui donne que : Im (vP~1) CVect(x) + V.

SiVv eV ,v(xz) =0 c’est fini.

Sinon il existe vy € V tel que vy (z) # 0, alors d’aprés 23. on a pour tout v € V, Im (vP~ ') CVect(z)+
V.

Donc K (V) CVect(x) + V.

Par la question 12, on a v (z) = 0 pour tout v € V, puis par le résultat de la question 21 on
assure l'existence d’une base base dans laquelle tout élément de V est représenté par une matrice
triangulaire.



