MP 2024 Un corrigé de Mathématiques 2 Mines-Ponts

Phénomeénes de seuil dans les graphes

Partie I - Quelques propriétés algébriques des matrices d’adjacence

1 > On note m ’endomorphisme canoniquement & M et B = (eq,...,e,) la base canonique de R™ de sorte que Matpg(m) = M.
On note B’ = (60(1), cee ep(n)) de sorte que B’ est une base de R™ et Matg/ (m) = (mﬁ(’i)»ﬂ(ﬂ'))lgi,jgn'

Ainsi |les matrices M et (mp(i),P(j))1 <ij<n sont semblables | car elles représentent m dans deux bases de R".

On note Mg,» = N = (nij),¢, jc, €t p= (0/)"1 oo de sorte que p € S,, et 0/ 0 p = 0.

Ainsi pour tout 1 <4, <n,ona:

nij =1<={0(i),0(j)} € A<= {d'(p(i),o"(p(4))} € A

D’ott Mg, = (nP(i)aﬂ(j))lgi,jgn’ ainsi que ‘ Mg,s et Mg, sont semblables ‘ avec ce qui précéde.

2 > Comme pour tout pour tout 1 < 4,5 <n,on a{i,j} € A<= {j,i} € A.
Donc une matrice d’adjacence d’un graphe non vide est symétrique réelle.

D’ou ‘ une matrice d’adjacence d’un graphe non vide est diagonalisable ‘ selon le théoréme spectral.

3 > Par 'absurde on considére Mg , = M = (mi’j)lgi,jgn une matrice d’adjacence d’un graphe non vide de rang 1.
On écrit M = (Cy | --- | C,,) en colonnes.
Comme M est de rang 1 cela nous fournit iy € [1,n] tel que C;, # 0 et Vect (Cy | -+ | Cyp,) = Vect (Cyy).
Cela nous fournit A1,..., A, € R tel que Vi € [1,n], C; = X\;Cy,.
On remarque que C;, a un coefficient non nul qui vaut donc 1 ainsi pour i € [1,n], A; est un coefficient de M.
Donc Vi € [1,n], A\; € {0,1}.
Quitte & ré-indexer les sommets, ce qui ne change pas le rang de la matrice d’adjacence selon Q2 car le rang est un
invariant de similitude, on suppose que ig = 1 et que les p premiéres colonnes sont non nulles (p € [1,n]).

desorteque C; =---=Cpet Cpyy=---=C, =0

Comme les coefficients diagonaux sont nulles les p premiers coefficients de C; sont nuls.
Ainsi M = <OXP Si’:n:}) matrice par blocs ot A € M,,_, ,(R) et 0y, est la matrice nulle de M, (R).
Comme la matrice M' =M, on a A = 0,,_,, ainsi M est nulle.
D’ott 0 =1 ce qui est absurde.

Ainsi ‘ une matrice d’adjacence d’un graphe non vide n’est jamais de rang 1 ‘

4 > La réindexation des sommets ne change pas le rangs. On suppose alors que le sommet d’indice 1 est un centre de I’étoile,
que les d sommets suivants sont reliés a ce centre et enfin que les r = n — (d 4+ 1) sommets restants sont isolés.

0 1 1
) A Od 1. 1 0 ... 0
La matrice est alors M = TlonA=1]. . .| € Mg (R). Alors

0r,d+1 Or,r : : :
1 0 0

0 1

1 0

rg(M) =rg(A) =rg =2
1 0

On a bien montré que

une matrice d’adjacence d’un graphe dont les sommets non isolés forment un graphe de type étoile est de rang 2
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On représente un exemple de graphe dont la matrice d’adjacence est de rang 2 et qui n’est pas du type précédent :

En effet la matrice d’adjacence

O~

0

_= O O =
= o o

0

o

0
0

0= ©®

GRAPHE DONT LA MATRICE D’ADJACENCE EST DE RANG 2 ET QUI N’EST PAS DU TYPE PRECEDENT

0 | est bien de rang 2 et les sommets non isolés ne forment pas une étoile

0
0

car aucun sommet non isolé n’est relié a tous les autres non isolés (le sommet « 5 » est inutile).

5> Onnote G=(S,A) et G =(S',A) et d=1S| =

5]

Sid=0,alors 1 = xg = xa’- On suppose désormais que d € N*.

On consideére p : S’ — S la bijection qui fait de G’ une copie de G.
Soit o : [1,d] — S une indexation du graphe G.
Alors 0/ = p~too: [1,d] = S’ est une indexation du graphe G'.
On pose la matrice d’adjacence M = Mg . Par définition d’une copie de graphe, on a M = Mg/ ,.
On obtient ‘ XG = XM = X ‘ (valable dans les deux cas)

6 > Onnote M = (m;;),, ;, une matrice d’adjacence du graphe G. On a Vi € [1,n], m;; = 0 (pas de boucle dans le graphe).

n
Ap—1 — —tI‘(M) = — me- = —0
i=1

Par ailleurs, on a (en notant 0 le symbole de Kronecker et ¢ la signature) :

Selon le cours, on a donc :

xa(X) = xm(X)

Soit 0 € S,,.

e Si 0 admet n points fixes alors o = Idp; ) et (o

7

= det (XI,, —

i

i=1

ceS,

1(7)X mvov

e La permutation ¢ ne peut pas admettre exactement n — 1 points fixes.

SNICS

=1

= > c@]] GiowX = miowm)
=1

e Si o admet exactement n — 2 points fixes alors o est une transposition que 'on note o = (k¢) (ou k # ¢ dans [1,n]).

n

On a alors : E(O’)H (5i,o(i)X - miﬁ(i)) = (71)Xn72(0 - mk,g)(o - mg,k) =

i=1

n
AlnSl e’:‘ H i,0( )X my; o (i )) {

i=1

_Xn72
0

si{k,0} € A

sinon

e Si 0 admet moins de n — 3 points fixes, alors deg (

e ¢ On a alors xg(X) =X" +

>

J)ﬁ (5

o transposition de S,

i=1

i=1

Alnsi a,,_ est le coefficient dominant (de degré n — 2) de Z

donc ’ an—2 = —|Al| et ap_1 = O‘

o transposition de S,

2/8

=1

—my emg p X2

H i,0( )X mzo’(z))) <n-—3.

1o)X = My o (i))-

io(i) X — mi’o'(i)) + R(X) avec deg(R(X)) < n — 3.
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7 > Soit M une matrice d’adjacence d’un graphe a n sommets dont les sommets non isolés forment une étoile a d branches avec
1<d<n—-1.
Alors rg(M) = 2 selon 4. Puis dim (Eog(M)) = dim (Ker(M)) = n — 2.
Ainsi 0 est racine de multiplicité au moins n — 2 de xm = XxG--
Ainsi yg = X" + a1 X" + a,,_2X" "2 or 'étoile admet exactement d arétes.

D’ott en utilisant 6, | yg = X" — dX" 2 = X" 2(X — Vd)(X + Vd) | et | Sp(M) = {0,Vd, —/d}

0o 1 ... 1
- . . A Ogrir) . 1 0 ... 0
On choisit un indexation comme en Q4, de sorte que : M = <0T P T’ ) ol A = - | € M1 (R).
1 0 ... 0
On note alors (ey,...,e,) la base canonique de R”.
La famille (e5 — ea,e4 —€a,...,eq4 — €2,€441,...,€,) est une famille libre de n — 2 vecteurs de Eq(M) = Ker(M) qui est

de dimension n — 2 ainsi il s’agit d’une base de Eq(M).
On sait que E (M) et E__/;(M) sont des droites car les multiplicités de Vd et de —v/d valent 1.

Vd —Vd
1

1
Jenote| e=| 1 |ete = 1 € R™ et avec d occurrences de 1 et n — (d + 1) occurrences de 0
0
0 0
d-1 —d-1

B
=

OnaMe=|+Vd | =Vdeet Me' = | —/d | = —Vde'.

0 0
0 0

Ainsi | Eo(M) = Vect (e3 — e2,e4 — €2,...,€4 — €2,€d441,---,6n); E g(M) = Vect(e) et E_ 7(M) = Vect(c')

8 > On note n; = |S1| et ny = |Sa|. Alors n = ny + ny = |S| car Sy et Sy sont disjoints.
On indexe les sommets de S; en commencant par s; et de méme pour So et so.
On indexe ensuite les sommets de S en commencant par ceux de S; puis ceux de Sy en gardant 'ordre ci-dessus.
On note respectivement M, Mo, et M les matrices d’adjacence des graphes G1, G et G.
En notant U = (u; ;) € My, n, (R) telle que u1,; =1 dont tous les coefficients sont nuls, M est alors donnée par blocs :

M; U
M =
(UT M2>
Pour i € {1,2}, en notant N; la matrice d’adjacence de G;\s; en gardant 'ordre d’indexation des sommets, on a

0 L
M; = <LiT N1> avec L; € My ,,—1(R)

On note en plus L = (10---0) la premiére ligne de la matrice U

On a alors
X —-L; —-L

=|-Li" XIj,-1—Ni  Op—1.n,
L' Onpny-1 XD, — M,

XL, -M;  -U
XGZXM(X)=’ SO X1, -
na
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En utilisant la linéarité par rapport a la premiére ligne, on a
0 01,n,—1 —L
+ _LlT XIn1—1 - Nl Onl—l,ng
L' Opyiny—1 XL, — Mo

o = X =M Ouy,
¢ -U" X, — M,

Par déterminant d’une matrice triangulaire par blocs, on a :

XI,, — M, Op,,
‘ n_UT XIT: —n2N[2 = det (XIn1 — Ml) x det ()(In2 — Mg) = XG: X XGs

En notant A, le deuxiéme terme, on a xg = Xa@, X Xa, + A. Puis en effectuant un développement par rapport a la
premiére ligne et en reconnaissant une matrice triangulaire par blocs, on a :

L XLy, -1 = N1 Opy—1,np—1
A=—(-1)ttmHt 01,n,-1 —Ly = (-1)m*
Ono—1,1 Opg—tmy—1 Xlp,—1 —Na

Ly XL, - N

1 017n1_1 x det (XInQ,l — N2)

Par développement par rapport a la derniére ligne, on a

A = (_1)n1+1(_1)(_1)n1+1 det (XIH171 - Nl) X XGQ\SQ = _XGl\Sl X XGQ\SQ

On peut alors conclure que ‘ XG = XGy X XGz — XGi\s1 X XGa\ss

9 > Pour i € {1,2}, je note G;, ’étoile de centre s; a d; branches.

10 >

On a xg, = X%+ — @;X%~1 selon 7 car G; est une étoile & d; branches ayant d; + 1 sommets.

Par ailleurs, le graphe G;\s; posséde d; sommets et n’a pas d’arétes. Sa matrice d’adjacence est alors la matrice nulle de
Md'i (R)

d’ol xg,\s; = X

Ainsi avec 8, en notant G la double étoile, on a

xo = (XU — @ XN 1) 5 (XBH = gy X)) — X4 x X%

Ainsi le polyndéme caractéristique de la double étoile a d; + ds + 2 sommets , constituée respectivement de deux étoiles
disjointes & d; et do branches, a qui I'on a ajouté une aréte supplémentaire reliant les deux centres des deux étoiles est :

Xd1+d2+2 _ (dl +ds + I)Xd1+d2 + dldQXd1+d2f2

En notant M la matrice d’adjacence, M est diagonalisable selon 2

donc la multiplicité de 0 vaut dim (Eq(M)) = dim (Ker(M)).

Ainsi avec le théoréme du rang, on a rg(M) = dy + da + 2 — dim (Ker(M)) = dy + da + 2 — (d1 + day — 2).
Dot | le rang de la matrice d’adjacence de cette double étoile vaut dy +da +2 — (dy +da — 2) = 4‘

Par indépendance des Xy; ;1 et a I'aide de la remarque de I’énoncé, on a :

PUGH = ][I PEppy=1)x [ PXpy=0)

{i.j}eA {i.}¢A

Comme le graphe G admet a arétes et N = <;L) paires de sommets, on a alors | P ({G}) = pZ¢h
Je note pour G = (S,A) € Q,,, a(G) = |A|. Ainsi a(G) € [0,N] et P ({G}) = p&(&)gN—a(®)

N
Réciproquement pour k € [0,N], il y a ( k) graphes possédant exactement k arétes (on choisit k paires parmi les N

N
possibles). Ainsi avec 'union disjointe €2, = U {G € Q, |a(G) =k} et la formule du bindme, on a :
k=0

a a N k N—Fk N
P,) = Y PUG €0, 1a(6) =) = X ()™ = + )

k=0 k=0

On retrouve bien le fait que |P(£2,) =1
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Partie II - Une premiere fonction de seuil

Section A - Deux inégalités

+o00 400 +o0 +oo
11 > On a l'union disjointe (X > 0) = | J(X =k) donc P(X > 0) => P(X=k) < Y kP(X=k) =Y kP(X=k)
k=1 k=1 k=1 k=0

Ainsi | P(X > 0) < E(X)]
12 > On suppose que E(X) # 0 alors E(X) > 0 car X > 0. Comme |0 — E(X)| =E(X),ona (X =0) C (|X - EX)| > E(X)).

Ainsi par I'inégalité Bienaymé-Tchebychev, on a |[P(X = 0) < P(|X — E(X)| > E(X))

N

Section B - Une fonction de seuil

13 > On remarque A,, = Z Xyi 5y (on compte les arétes).
1<i<j<n
Comme il s’agit de la somme de N variables aléatoires indépendantes suivant une loi de Bernoulli de paramétre p,,,

on a alors | A, ~ B(N, p,) | loi binomiale de paramétre (N, p,).

1

14 > On suppose que p, = 0 (2) au voisinage de 4o00.
n

Ainsi A,, est a valeurs dans [0, N] et admet une espérance E(A,,) = Np,, et une variance, on peut donc utiliser 11.

2 2
Quand n — 400, on a N ~ % d’ot E(A,,) = Np,, ~ n2pn = 0o(1) et donc E(A,;) — 0. Or

0<P(A, >0)<E(A,)

D’oti avec les gendarmes, on a alors liT P(A,>0)=0
n——+0o0o

1
15 > Quand n — +00, on suppose que —; = 0 (pn). Comme A, est positive, on a P(A, >0)=1—-P (A, =0).
n

On peut encore appliquer 12 avec des réels > 0 et comme 0 < ¢, <1 :

(E (An)) (an) npn an

2
Onan%;donc

1 2 1/n?

— 0
Np,  ppn? Dn

ainsi P (A, = 0) — 0, selon les gendarmes. Alors on a liIJIrl P(A,>0)=1
n——+0o0o

16 > L’événement {A,, > 0} signifie que le graphe admet au moins une aréte.

La propriété P, : « le graphe de §2,, admet au moins une aréte » admet (t;) = <k2) comme fonction de seuil
k2

Partie IIT - Fonction de seuil de la copie d’un graphe
17 > Comme Sy C [1,n] =S alors pour G = (S,A) € Q,,, on a:

Xp(G)=1<=HCG<+= Ay CA <= V{i,j} € An, {i,j} € A<= V{i,j} € An, X, 4(G) =1
Avec I'indépendance des Xy; j3, on a :

EXn)=P| [ Kup=1]|= I PXup=1
{i,j}€An {i,j}EAn

Tous les termes du produit valent p,, et il y en ag. Ainsi | E(Xy) = piH
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18 > Choisir un élément de Cy consiste a faire le choix de I’ensemble des sommets puis faire celui de la distribution des arétes.
n
Alnsi | |Co| = X ¢p = cg————
S0 so! - (n — sp)!
En s’autorisant toutes les permutations des sy sommets du graphe mais en « fixant » les arétes, on obtient toutes les
copies du graphe G (en plusieurs exemplaires) dont ’ensemble des sommets est Sg.

n!

Ainsi cg < sg! et donc

<" —wm-n<TI
L —— = n—1) < n
0] X — | X
(n=s0)t 15 i=0

Ainsi | le cardinal de Cy est inférieur a n®o

19 > On a clairement | X% = Z Xu
HeCy

Au vu de ’énoncé, dans cette question et les suivantes, la lettre G devrait étre interprétée comme une variable aléatoire
suiwant une loi uniforme sur &,. Ainsi

G~ U(S)

Formellement G peut étre vu comme Uapplication identité de €, et I’événement (H C G) est {G € Q,, |HC G}.

D’une part comme Xy ~ B (P(H C G)), on a E (X9) = Z E(Xy) = Z P(H C G).
HeCo HeCo
D’autre part, comme VH € Cy, apg = ap et & I’aide de 17, on a

E(X)) =Y EXn)= > p=ICl py

HeCy Hely

On peut alors conclure avec 18 que |E (X9) = Z P(H C G) < noppe
HeCy

20 > On remarque que wy est bien défini car 'ensemble des sous-graphes H de G tel que ayg > 1 est un ensemble fini non vide.
On consideére alors Hy C Gy et ap, > 1 réalisant le minimum wy.
Ainsi en notant oy = agn, et oo = sm,, on a Wy = 0y.
On considére Y9 la variable aléatoire sur €2,, qui compte le nombre de copie de Hy.
En appliquant 19 & Hy au lieu de Gg, on a alors 0 < E (Y,Ol) < noopo,
On suppose que p, = o (n~“?), alors
n7pa° = o (n7°"“0) = o(1)
Avec 11, comme en 14, on a lim P (Yg >0) = 0.
n—-+oo
Comme Hy C Gg, on a (X% > 0) C (Y% > O) car toute copie de Gy en contient une de Hy.

Puis 0 <P (X% > O) <P (Yg > 0), on conclut alors que | lim P (Xg > O) =0

n—-+oo

21 > En reprenant 19, on a
2
2
I LI I OO YO SR D Spe e
HeCy HeC, H’eCy (H,H’)EC%
On considére sans doute ici que l'union et l'intersection des graphes H = (Sy, Ap) et H' = (Sp/, Ag) est défini par :
HUH = (SH U Sy, Ag U AH/) et HNH = (SH NSy, Ag N AH/)
Ceci n’est pas formellement défini dans I’énoncé mais cela définit effectivement des graphes.

La variable aléatoire Xy est l'indicatrice de I’événement {H C G} et il en est de méme pour H'.
Ainsi XgXp est la variable aléatoire indicatrice de 1'événement {H C G} N {H’' Cc G}.
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22 >

23 >

24 >

On remarque que {HC G} n{H' ¢ G} = {HUH' C G}.
Ainsi : XXy = Xgupr (le produit de deux indicatrices est celle de l'intersection). D’ou

E(XD)Y)= Y E®uXu)= Y E(Xuuw)

(H,H')ec? (H,H")ec?

omme aguy’ = ayg + agr — agng’ = 2a9 — agny et a l'aide de on obtient :
C + 2 t & I'aide de 17, btient

E((X)Y)= Y PHUWCG = Y peomow

(H,H')eC? (H,H")ecs

En reprenant les remarques de 21, on a ¥y = Z PHUH CG) < Z E (XgXg)

(H,H')ecog (HH")ecC?
SHNH/ =

Soit H et H' € Cy tel que synpr = 0. Alors par lemme des coalitions et indépendance des X; ;, on a Xy AL Xp/. Ainsi

e 3 E(XH),E(XH,)—<ZE(XH)>.<Z E(XH/)>—<E<ZXH>>2

(H7H/)€Cg HeCy H’eCy HeCy

Avec 19, on peut alors conclure que | ¥y < (IE (X%))z

OnaXy=» > PHUHCG =Y > EXun)

HeCy H'ecy HeCy H’ecCy
sgnm/ =k spnm’ =k

Soit H,H' € Cy tels que syrpr = k. On a apgunr = ag + awr — anm = 249 — GHAH’ -
S ’
HOH >wog>0car HNH Cc H C Go.

Or si agnpr > 1, on a

AHNH'
. SHAH/ k . N .
Ainsi agnp < = — et ceci est valable méme si ayqpgr = 0.
wo wo

donc agupr = 2a9 — w—o. Comme t +—> pﬁb est décroissante et selon 17, on a
2a07wi
Ek — E E ngHuH’ < E E Dn 0

HeCy H’ecq HeCp H’ecy

SgAn/ =k SgAR/ =k

Pour H € Cy, le nombre de parties S; C [1,n] de cardinal s¢ telles que |Sg N Sp| = &k vaut (?) (n a S;) (on choisit les
So —

k sommets dans Sy puis les sg — k dans [1,n] \ Su).

2a9— 2 s n—s 2a9— 2
Pour une telle partie S{, il y a ¢y copies de Gg de la forme (Sj, Af). Ainsi pnaO “0 = (l:) (s ]2) Copnao o0
0 —

H’ecy
SN/ =F

s n—s -=
On peut alors conclure que | X, < Z ( 0) ( 0) cop2pn “°

Hed, kl So—k
! -1 _ q _ q
Onaq!rrfq: rl :Hr z> r—q+1 (1 1 1 .
q (r—q)lre ST r r
-1 -1 1
Orl—q 21—(] =—>0carr>qg>0etqg—12>0.
r q q

q

t .
Comme t +— - est croissante sur RT,
q!

1 —1\¢
on a bien <r) r 4> = <1 — q)
q q! q
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25 >

26 >

27 >

s so\ /N — Sp 20 —%
A Daide de 23, on a 0 < Xp, < |Co| I i copypn .
So —

n
De plus selon 18 et 19, E (X%)2 = \Co\prﬂo. Ainsi avec 20 et en minorant <80)7 on a

<so> (n — so> (n — so>

_ _ k. _ _ k. _ | _ k.

< Sk < k) \so—k o < <50> so—k i <K (n — sp)! .
E(XO) w0

n " w (] -\ neo(n+ k — 251"
80 so! S0

avec K constante indépendante de n.

so—k—1
(’I’L—S())! _0 - so—k 37~
OrOSm— EJ (n_80—2)<n0 d’ou

g ks
5 <Kn~Fp,

ok
Par hypothése, on a lim n “°p-! =0 ainsi p;;! = o (n“°) et donc p, “° = o (nk)
n—-+oo

On en déduit que | pour k € [1,s0], on a X =0 (E (X?,)2) lorsque n tend vers +oo

Selon Huygens, on V (X%) =E ((X%)Q) -E (X?L)Q.
A Paide de 21 et par définition des ¥y, on a E ((X%)z) = Z Sk
k=0

Ainsi avec 22, on a
S0

S0
0S V(X)) =3 S ~E(X))" <Y %
k=0 k=1

Ainsi avec 24, on a V (X?L) =0 (E (X%)z) lorsque n tend vers 400, par somme finie.

. . v (X5)
En conclusion | lim — s = 0
n=+oo (E(X9))

Alaidede 25 et 12, ona lim P (X% =0) =0et donc lim P (X% >0) =1 comme en 15.
n—-+4oo n—-+oo

Ainsi avec 20, la suite (n™“) est un fonction de seuil pour la propriété (X9 (G) > 0)

On conclut que |la suite (k=) k>2 est une fonction de seuil pour la propriété P,

Un graphe posséde une aréte si et seulement si il contient une copie du graphe G(()l) = (S1,A1) = ({0,1},{{0, 1} }).
S (1)
Or {H C Ggl) |am > 1} = {G(()l)} ainsi dans ce cas wél) = min 2= S0
HCG(()I) ayg a,G(()l)

(J.Hzl

= 2.

donc la suite (k’Q) est une fonction de seuil pour la propriété "le graphe G € 2 posséde au moins une aréte".

k>2

On ’ retrouve ainsi le résultat de la question 16 | et ce cas correspond & I’étoile & une branche.

On note Géd) = (Sq4, Ay) une étoile a d branches de centre 0 ou Sg = [0, dJ.

1 1

Soit H C Géd) tel que ag > 1. Alors nécessairement 0 € Sy et ag + 1 = sy d’ou z—i =1+ p- >1+ 7
SG 1 1
De plus S0 — 1+ - et donc w(()d)zl—l—f
aGéd,) d d

La suite (k_l_l/ d) est une fonction de seuil pour la propriété « contenir une copie de I’étoile & d branches »

k>2

Ceci généralise le cas d’une seule branche.
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