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Corrigé par Taoufiki said

Q1. On a: [la+bl]> = [[a]l* + [b]I* + 2(a,b) et [[a — b]|* = [|al|* + [[b]|* — 2(a, b)
donc
la +0]12 + [la — o[> = 2([|al* + [|6]]*)

Autrement dit, la somme des carrés des diagonales d’un parallélogramme basé sur
les vecteurs a et b est égale au double de la somme des carrés de deux normes ||al|

et ||b]|.

Q2. Posonsa=u—vetb=u—7v.
On a : ||a]| = ||b]|, par Q1, on écrit
12 — (v + V)P + [lo = '1* = lla+ bl* + lla = bl = 2(lall* + [1B]]*) = 4]lw — v]*

puisque ||v — v'|| > 0 alors [ju — v| > +[ju — 25 ].
Q3. Notons d = in£7 |lu — w||. Par caractérisation séquentielle, il existe une suite
we

(wp)nen d’éléments de F vérifiant

d= lim ||u—w,|
n——+oo
Cette suite est bornée ( car ||w,| < ||u|| + ||u — w,| ), par Bolzano-Weierstrass
( on est en dimension finie ), elle admet une suite extraite (v,) convergente vers
vEF =F (F estfermé ).
Par continuité de I'application x +— ||z — u/|, on écrit

o —ull = lim (v, —ul| =d
n——+0o
d’ou la propriété cherchée.

Q4. L’existence est déja vue en Q3. Pour l'unicité, on suppose qu’il existe un
autre vecteur v’ € C vérifiant la propriété.

Par convexité de C, ’“;U, € C et par Q2, on a :

v+

J— > J—
Ju— vl > +u— 5




ce qui est absurde.
Q5. Par concavité de logarithme, on a :
ab bl 1

1
In(—+—)>—-In(a”) + —In(b?) =Ilna+1Inb=1Inab
p q D q

par croissance de I’exponentielle, on obtient :

a? bl
— + — > ab.
p q

Q6. Posons X (Q2) = {xl, e Tn b et Y(Q) = {y1, e, Um }-
E(]X ") = 0, alors Z |z;|PP(X = z;) = 0 donc

pour tout i = 1,. ,xz;«éO:MP’(X:xi):O

puis X =0 presque stirement puis |XY| 'est aussi et par suite U'inégalité est vé-
rifice. De méme, si E(|Y]?) = 0.

On suppose que E(|X|P) # 0 et E(|Y|?) # 0. Quitte & remplacer X et Y par

X = W et Y = W, on peut supposer que E(|X|P) = E(|Y|?) =
On a
E(XY]) = > |willy;|[P(X = z:,Y = y;)
2
| \yj\q)
;( ) g )

m

= —ZIxJ”ZP =x;,Y = y;) lz y]]qZ]P’ =z, Y =vy;)
=5 Z |7 [PP(X = i) + p Z [y;|"P(Y =
=1 j=1

E(XP) , E(YI)

p q

1 1
= 4=
P q

= E(XP) (Y)Y

rQ




Q7. On a X(Q2) est fini, donc

E(X)

zeX () =1

= Xm: ) > aP(X = x4
=1 zeX(Q)

= > PAJE(X|A)

Q8. On pose : [ = 0+

o
o

L
[0,/91]

n—1

_Zp

%E(XQ)

yX|>tdt+Z/

n—1
tP(X2 > y)dt + Z/
VT /i)

n—

tdt + Z]P’(X2 > ym)/

1=

Y
51 + ZP(X2 > Yi+1)

=)y

tP(|X| > t)dt. On a :

fm

1

1 }\/ZTM

Yi+1 — Yi
2

P(|X| > t)dt +/
[V/Un,+o0]

(Probabilités totales)

(Les deux sommes sont finies)

tP(|X| > t)dt

]\/3477""00[

tdt + 0. / tdt
VIit] IV too|

Q9. D’aprés Q8 et 'hypothése sur X, on a :

E(X?)

<

+o0
2/ P(1X| > 1)dt
0

+00
2a/ texp(—bt?)dt =
0

b

_¢ [exp(—bﬁﬂaroo

Q10. Soit t € R. Si x est un réel qui vérifie |z + | > t alors

|z > | + 6] —

6] = ¢ — o

Sl s

tP(X? > y,)dt



donc {we, | X(w)+d| >t} C{weQ, | X(w)|=>t—10|}

puis P|X +4d| >t) < P(|X]|>1t—1d]).

Q11. Le discriminant du trindme b(t — [6])? + a — 3bt? est égal & 20%(6% — %) < 0.
Dou  —b(t —|0])* < a — 3bt* pour tout ¢ € R.

Q12. Soit t > |d]. On a :

P(|X 46| >t) < P(X|>t—10]) ( par Q10)
< aexp(=b(t —])?) (car ¢ — 6] > 0)
1
< aexp(a— §bt2) ( par Q11)
2
< ae” eXp(—b%)

Q13.0na:1=P(|X|>0) < aexp(—%) = a, donc, pour t € [0, |0|[, on a :

b.t? b.5>
aexp(a) exp(—=5-) > aexp(a) exp(——5-)
ba
> _ -
> aexp(a) exp(—37)
a
> _
> anp(Q)
> 1
> P X +46]>1)

Q14. Si CNX(Q) =0 alors P(X € C) = 0 donc I'inégalité s’écrit

O (exp <%d(X, 0))) <1

n
Q15. Posons u = Zuiei et Y; = (%)2 pouri=1,..,n.
i=1
Les variables aléatoires Y7, ..., Y,, sont indépendantes car ¢4, ..., €, le sont. En plus,
n

elles suivent toutes la loi B(1), donc leur somme 1d(X,u)? = ZY; suit la loi

i=1



Q16. Par formule de transfert, on a :
E | exp 1d(X u)? = Zn:ek/20k L k L "~
8 ’ "\ 2 2
k=0
= znzck iﬂ ' 1 i
prt "\ 2 2
- (=)
< (ﬂ) _ o
- 2

d(z,C) = inf (d(z,y)) < d(z,u) carueC

yeC

D'ou  d(X,C) <d(X,u). D’autre part, on a

Q17. Pour tout x € X(Q2), on a :

P(X e€C) = P(X =u)
= P(}ld(x, u)? =0)
= 27"

P(X € C).E (exp (éd(X, u)2>) <P(XeC)2"=1

n—1

Q18. Par hypotheése, C'N X () contient deux vecteurs ¢ = Zuiei +e, et (' =

i=1
n—1

Z u;e; — e, ol les coordonnées uy, ..., u,—1 sont des £1.

i=1

Sin=1lalors ( =e et ¢ = —e; et X(Q) = {(,('} puis P(X € C) =1 et
d(X,C) =0, d’oi c’est un cas d’égalité.

Q19. Soit 2’ € E et t € {—1,1}.

=) Si 2’ € C} alors, il s’écrit @’ = w(a + te,,) avec a +te, € C et a € F

sous ces conditions, on a 7(a + te,) = a d’ou 2’ + te,, = a + te, € C.

<) Supposons que =’ +te, € C. On a 2’ € E' donc 2’ + te, € Hy puis 2’ + te,, €
C' N H,

comme 7(z’' + te,) = ' alors ' € 7(C'N Hy) = C.

n—1 n—1

Q20. On rappelle que ( = Zuiei +e, et (= Zuiei — e, sont dans X(Q)NC

i=1 i=1



eOna:(eC)et( e€C_; doncils sont non vides.

e Soient t € {—1,1}, ',y € C et A €]0,1]. Par Q19, 2’ +te, € C et y +te, € C
puis A(a’ + te,) + (1 — N\)(y' + te,) € C ( car C est convexe ), c.a.d. A\’ + (1 —
Ny +te, € C puis A\’ + (1 — ANy’ € C; ( par Q19 ). D’ou la convexité de Cy.

e Soit (%); une suite d’éléments de C; qui converge vers z’. La suite (x}+te,); € CN
converge vers x’'+te,, lorsque i tend vers oo, puisque C' est fermé, alors 2’+te,, € C
puis 2’ € Cy, d’ou Cy est fermé.

Q21.

PXel) = PXeC X' e)PX' eC)+P(X eClX' e C1)P(X' € C,)
= P, =1)P(X'€eCy)+Pe,=-1)P(X' € C_y)
1 1
= §P(X, € Cl) + §P(X/ S C—l)
Q22. Soit w € Q. On a st(w) € Cen(w) et Y,En(w) € C,en(w)
donc Yy () + en(w)e, € Cet Yo, () —en(w)e, € C
par convexité de C, on a : (1 — A) (Y., () +en(w)en) + AMY_;, () — en(w)e,) € C
dott d(X(w),C) < [[(L =N (Y, () +en(w)en) + MYz, () — en(w)e,) — X
Ceci pour tout w € €2, d’ou le résultat cherché.
Q23. Notons N = [[(1 — A\)(Yz, + enen) + AMY_., — enen) — X||?. On a:

= [ (1=M(Y. — X))+ XY —X')—2Xeqen ||?
I3 = MO, - X))+ Ao, — X) = 2denen |
€E’ S8
= (1 =N)(Ys, — X))+ A(Y_., — X)|I> + [|2Xenen]? ( Théoréeme de Pythagore)

= A=z, = X)+ MY, = X[ + 40

d’ou
d(X,0)? < (1= N)(Yz, = X') + AY_, — X)|]? +4X°

Pour l'autre inégalité, on pose : x =Y, — X', v =Y . — X'
et D= [[(1—=A).x+Ad|* = (1= Nx]* = All[]*. On a:

D = (1= M[IxI” + N[l l* + 2X(1 = ) (x ¥) = (L= V)Ixll* = Alll?
= =AML= ) (Il + 11l = 200 9))

=AML= Nllx =¥

0

IN



Q24. On a :

(X'eC,y) = {weQ, X'(w)eC_}
= {weQ, X'(w)—e, eC}
= {we, enfw) = -1}

2 {wel, X(w)=¢}

Comme (' € X(Q) alorsp_ =P(X' € C_1) > P(X =) > 0. Q25. Soit A € [0, 1].
Pour w € 2 tel que ¢,(w) = —1,on a:
A2 1= A

éd(X(w), C)* < 5 t g X (W), C1)? + gd(X/(W)701)2 ( par Q.23 )

puis

exp (%d(X(W), c>2> < exp (%2) [exp <§d( X'w), an?)} = [exp ( 1 d<X’(w),01>2)r

La croissance et la linéarité de ’espérance permettent d’obtenir I'inégalité cherchée.
Q26. Supposons que 0 < A < 1 (I'inégalité est triviale pour A = 0 ou 1)
et posons A = [exp (§d(X'(w), C’_1)2)}17A , B = [exp (éd(X’(w),C’l)Q)])‘,
=L =1
p=i5etg=
Ona:l q—letA,BZOdonc

hS]

E(AB) < E(AP)YPE(BY)"1 ( par Q.6)

d’ou l'inégalité cherchée.

Q27. Soit w € Q tel que e(w) =1.On a: X(w) = X'(w) + e,.

Soit ' € E' tel que 2’ € (4 et d(X'(w),Cy) = [| X' (w) — 2|

D’apres Q19, 2’ + e, € C et | X(w) — (2" + e,)| = | X' (w) — 2'|| = d(X'(w), CY),
donc d(X'(w),C1) > d(X(w),C), d'ou

B (exp (éd(X’ 0)2) len = 1) <E (exp (éd(X’, 01)2))

Par HR. E (exp (:d(X’,C1)?)) .p+ < 1, d’out I'inégalité cherchée.
Q28. Par H.R. on a aussi, E(exp( d(X’ C_1)? )) < pi_.
Par Q.7,on a :

E <exp (8 (X,C) )> = %E (exp (%d(X, 0)2) len = 1>+%E (exp (%d(X, C)2> len = —1)

donc, en utilisant Q.26 et 27, on obtient 'inégalité cherchée.
1

Q29. Il suffit de factoriser le second membre de I'inégalité précédente par el

7



remplacer Z—; par 1 — A (on a bien A € [0,1] ).

Q30. Pour z € [0,1[, on pose : f(x) =In(2+2z)—In(2—2x) — ‘%2 —(z—=1)In(1—2x).
On a:
fy =" ) et (o) =

2 —4

z(z* + 24 — 8x(x + 1))
(22 = 4)*(1 — )

Pour tout = € [0,1], f”(z) > 0 donc f" est / sur [0, 1] donc, pour tout = €]0, 1],
f'(z) > f'(0) = 0, donc f est  sur [0,1], d’ou pour tout € [0,1] , on a
f(z) > f(0) = 0.
4
_ 1)
r—1

Q31. L’inégalité précédente s’écrit aussi
En appliquant I'exponentielle, on obtient 'inégalité cherchée.
Q32. D’apres Q.29,Q.29 et Q.31, 0on a :

5 (e (5100.07) ) < 55—y = 5oy~ Foved

%2 +In((1-2)"") <In (

Q33.

PA(X,C)>t) = P (exp (éd(X, 0)2) > exp(g)) (par bijectivité)
E (exp (3d(X,C)?))
exp(f5)

exp(+-)
= P(X € C)

(par I'inégalité de Markov)

(par I'inégalité (II.1))

D’ou l'inégalité de Talagrand.
Q34. e Soient (M, N) e C* et X € [0, 1].

GAM +(1—=A)N) = |[AM + (1= )N||
< MM+ (1= NN
= Ag(M) + (1= XN)g(N)
< A+ (1=XNr=r

e g est continue par composition de la norme |.|| (qui est continue car Lipshit-
zienne) et M — Mu (qui est continue car linéaire en dimension finie).

o C' = g !([0,7]) est fermé car image réciproque d’un fermé par une application
continue.



1/2
Q35. Soit M = (m;j)1<i<k1<j<a- On a [[M|[p = ( > > mij)

1<j<d 1<i<k

2
et |Mul| = Z ( Z miﬁjuj) . Par I'inégalité de Cauchy-schartz, on a

1<i<k \1<j<d

2
Vi=1,..k, (Z mz’,j%') < Z m?,j Z u? = Z mf]

1<j<d 1<j<d 1<j<d 1<j<d
——
=|lul?=1
don || Mull* < [[M][%.

Q36. Supposons que d(M,C) < t.
Soit N € C tel que d(M,C) = ||M — N||p. On a :

g(M) = [[Mul
< (M — N)u|| + || Null (par inégalité triangulaire)
< |IM - Nllr+g(N) (par définition de et Q.35)
< t+r (par définition de C' et hypothése)

Q37. Notons que la base canonique (E;;) de E est orthonormée relativement au
produit scalaire (.|.) et que X = Z €ijF; ;.
2

Par Q36.,on a: (¢(X)>r+1t) C (d(X,C) > t), donc
P(g(X) <7).P(g(X) >r+1t) < P(g(X)<r).Pd(X,C)>1)

= P(X €(C)Pd(X,C)>1t) (par définition de C)

—$2

< exp(?) (par théoréme de Talagrand)
Q38. Notons que G est la fonction de répartition de g(X). En utilisant la définition
de la limite, on montre que tlim G(t) = 0 entraine que G~*([3, 1]) est minorée et

——00

1

que tliI+n G(t) = 1 entraine que G~'([3, 1]) n’est pas vide. D’ou l'existence de
—+00

m = inf (G‘l([%, 1]))

1
Pour tout ¢ >m , G(t) > 1 donc P(g(X) <m) =G(m) = lim+ G(t) > 5
t—m
1
d’autre part, pour tout ¢t < m , G(t) < 3 donc P(g(X) <m) = lim G(t) < 3
t—m—



puis P(g(X) > m) >

wl»—t

Q39. On a B(|g(X) — m| > £) = P(g(X) — m > 1) + B(g(X) — m < 1)
Par Q37., on a
SE(G(X) 2 m o+ ) < B(g(X) 2 m+ 0. B(g(X) < m) < exp( )
et aussi
LB(() < m— 1) < Pg(X) < m — 1) P(g(X) > m — 1+ 1) < exp(—
d’ou I'inégalité cherchée.
Q40.
+o0o
B ((g(X) ~m)?) = 2 [ tB(g(X) ~ m| = ) (par Q8.)
8 e 0 39
< texp(——)dt :
<[ o) (par Q39
— 32
k d 2
Q41.Ona: ¢g(X)? = || Xul?*= Z (Z sm-uj> , donc
i=1 \j=1

E(g(X)?) = ZE (Z%“y‘)

k d
= E €7, us+2 € jU;E 51Uy
- ©,] 9 2V e 2V ¥
- N~ .
i=1 Jj=1 —1p.s. 1<j<j'<d
k d
= E uj + 2 UjUj/E E4,5€4,5
=1 ,jzl , l=j<y’=d 2 var indépendantes
=[lul*=1
= E :1“"2 E : ujuy E(g; ;) Eei )
1sj<y'=d nulle nulle
= k

Pour 'autre partie de la question, le résultat de Q6. permet d’écrire :

E(g(X)) = E(g(X).1) < (E(g(X)")"*. (B(1)"* = VE

positive

10



Q42.
(VE—m)?* =k —2Vkm +m® < E(g(X)?) — 2mE(g(X)) + m* = (E(g(X)) — m)”

Q43. Onpose: Y =¢g(X)—m , a=4, b:%etézm—\/g.
D’aprés Q39., la variable aléatoire Y est & queue sous-gaussienne et par Q40. et

Q42., on a [§| < /7 = V32 . On applique I'¢tude de la partie I.D sur Y, les

questions Q12. et Q13. permettent d’écrire que
L o
Vi>0, P|Y + 9] >t) < aexp(a)exp —§bt

autrement dit

Vi >0, B(lg(X) — V| > 1) < dexp(4) exp (—%ﬂ)

Q44.

P(l[[Apull =1} > ¢) < P(|[Apu] =1 =€)

1
= IP’(EHIXTUH ~Vk = ¢)
= P(lg(X) ~ VK = eVEk)

—2k
4exp(4) exp( 166 )

21601In(%)
—& =
4 exp(4) exp (1—6€>

= 4exp(4)6"™
el 34 81

IA

IA

Q45. Pour 1 <i < j < N, on pose u = ——2-. On a : u est unitaire et

[[vi—vgl*

Eij = {ll[Ae-(i = vl > (L4 &)flvi — vsll} UA{][Ag-(vi = vl < (1 = e)llvi — v}
(| Apu] > 1+ e} U{||Apul| < 1—e}
(| Apall — 1 > e U{||Apl| — 1 < —&}

= {lllAkull = 1] > €}

d’otl P(E; ;) =P(|||Agul| — 1] >¢) <d§ ( d’aprées Q44. )

11



Q46. On a :

1—1P>< N EJ> = IP’( N Ej>
1<i<j<N 1<i<j<N
- P( |J Ey

1<i<j<N
< ) P(Ey)
1<i<j<N
N(N —1)6
< 0= ———
2 2
1<i<j<N
d’ou I'inégalité cherchée.
Q47. Si on prend ¢ assez petit et k > %21115 (C = %1\1,“5 convient ), on aura

Iexistence d’une e—isométrie A, pour vy, ..., vy avec une probabilité assez proche
de 1.

Pour vos remarques, contactez moi sur "taoufiki-maths@hotmail.fr
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