Correction

d’aprés Mines de Sup 1997.
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A est clairement linéaire et puisque la dérivée @'fomction de classe loi de composition interne et
aussi un e fonction de clasé€€ , I'application A est définie def’ vers F'. C'est donc un

endomorphisme dé' . Ce n’est pas un automorphisme puisque cettecagpiolh n’est pas injective, en
effet son noyau est formée des fonctions constantes

Par définition, une fonction solution de I'égdoaty™® + 2y® +y = 0 est au moins 4 fois dérivable. Or
y™® =—(2y"® +y) est au moins deux fois dérivable et danest 6 fois dérivable et dong® est 4 fois
dérivable,... Par récurrence, on montre guest2n fois dérivable pour tout € N* et on conclut.

De par sa définition E = Vect(f, ., .f; .f, ), cela assure qu& est un sous-espace vectoriel et duen
est une famille génératrice. Supposons+ A,f,+Af,+ A f,=0. En évaluant en 0 on obtieaf=0.

En évaluant ensuite en, on obtient\, = 0. En évaluant emr/2 eten—m/2 : )\ +%)\2 =0et

-\ +%)\2 =0 donc A\, =\, =0. Finalement la famille3 est libre c’est bien une base de

D(R) = fz» D(f) = h+Ta D(S)=—1, et D(f,) =—f,+ f; donc
D(af, +bf, +cfy+df,) = (b—c)fi—df , 4 (a+d) f,+bf ,€ E . Ainsi D: E — E, de plusD est clairement
linéaire par restriction d'une application linéaitenc D est un endomorphisme de.

b—c=0
D(af, +bf, + cf;+df,) =0 conduit au systém a;g ig de seule solutiom =b=c=d =0. Ainsi
b=0

kerD={0} et D estun endomorphisme injectif. @mE = 4< +oo donc D est bijectif.

D*(af, +bf, + cfy+df,) = D((b — c) f,— df ,+ (a+ d) f 5+ bf )

donc D*(af, +bf, + cfy +df,) = —(a +2d)f,=bf )+ (2 — )f ;= df o

puis (D2 + Id)(af, + b, + cf,+ df,) = —2df,+ 2.

(D? +1d)(af, + bf, + cf; +df,) = 0= b=d = 0 donc ker(D” + Id)= Vect(f, f, ).

La famille (£, f,) étant libre, c’est une base #er(D* + 1d).

(D? +1d)(af, +bf, + cf, + df.) = —2df,+ Df € Vect(f, f,) donc Im(D? + Id) C Vect(£,.f, ).

Par le théoréme du ranglimIm(D? + Id) = 4— dimker(*+ Id)= Zdonc Im(D? +1d) = Vect(f,,f,) et
(£,f,) estune base den(D’+1d).

D*+2D*+1d= (D*+ Id)o (D?+ Id) et Im(D? +Id) C ker(D*+ Id) donc D* +2D?+ Id= 0.
Do(-=D*—2D)=1 etdimE < +oo doncD estun automorphisme dé et D' =—-D%-2D .

Par définition/ = Vect(ld,D ). Supposonsyld,+ 8D* = 0. En évaluant cette relation ef), on obtient
af, + B(—f, +2f,)= 0 qui donnea = 3= 0. La famille (Id,,D?) est libre, c’est donc une base de

Vo, €V, on peut écrirep = ald ,+ 3D? et =~Id,+6D*. On a alors

potp=ayld,+(abd+ By)D* + B6D* = (ary — 88) I, + (ad + By — 2B8)D* €V car D* =—1d,—2D?.
On reprend les notations ci-dessus

Mg+ ph) = M((Aa + py)1d ,+ (A8 + ) D?) = (A + py) — (A8 + ) donc

MM+ pu) = Ma—06)+ ply—6) =AM (p) + uM () . De plusM :V — R donc M est une forme
linéaire surV .

M(potp)=(ay—pB6)—(ab+ By —2B6)=ay—ab—PFy+B6=(a—B)(y—0)=ME)M ).

C’est une équation différentielle linéaire dier 2 a coefficients constants d’équation carastigtie

r* +1=0 de racines et —i. Les solutions de cette équation différentielltstonc les
T +— \COSE + p Sine .



5.b

Déterminer le noyau da® +1d, équivaut a la résolution ci-dessus. On obtientdon

ker(A%+ 1d, )= Vect(f, f, ).

Par I'étude qui précéde on peut déja affirdier ker(D* + Id,, ) C kerA*+ 1d, Y.

Inversement siy € ker(A* + Id, ) alors (A% +1d,)(y) € ker(A” + 1d,.) doncy” +y € Vect(f.,f,).

. N |
y" +y = f apour solution par'uc:uherezfl1 .

y" +y=f, a pour solution particulie‘zre:lzif2
A

doncy” +y=\f, + puf, a pour solution généralenf, Jr%f2 +Bf; ——2f4.

Ainsi, si y € ker(A*+ Id, )’ alorsy € E . Par double inclusion I'égalité.
Bien entendu la détermination ¢er(A® + Id, )* équivaut a la résolution de I'équation

v 42y 4y =0.



