Propagation d’une information

Préliminaire
Etablir que pour tout: de l'intervalle]-1,4oc[, on aln(l+z)<z.

Objectifs et notations

Ce probléme étudie différents modéles de propagadio cours du temps, d’'une information au seimel’u
population contenand’ individus ouN est une entier naturel strictement supérieur@ri3désignera par le réel
t positif la variable représentant le temps.

On suppose qu’a l'instant initiak & 0) une seule personne parmi cette population estrirfe. L'information
circule au sein de cette population et lorsqu’uaespnne est informée a l'instantelle le reste indéfiniment.

Pour tout réelx , [x] désignera la partie entiére de c’est & dire I'unique entier relatif tel quek <z <k+1,
et la fonctionIn représentera la fonction logarithme népérien.

Partie | : Premier modele de propagation

Soit C' un réel strictement positif. On considére un wa#le de tempsA strictement positif et tel qua <E ,

ainsi que les instantsA , ol I'entiern décrit N. Pour toutn , on noteu, (A) la proportion de personnes
informées a l'instant: A .

On fait I'hypothése que 'augmentation de cettepprtion entre les instantsA et (n+1)A est déterminée par
la relation :

VneNu,  (A)—u, (A)=CAL—u, (A))

n+l
1
On poseu,(A) = N

la Exprimerl—u,,,(A) en fonction del—u, (A).

n+l

1.b  Déterminer I'expression de (A) et la valeur delim w (A) .

n—+00

2. Soit¢ un réel fixé strictement positif. Le rappeﬁt sera également notgA .
t t . . . t
2.a Comparef—|A, t et [ —}+1]A . Déterminerlim Al—}.
A A0 |A
2.b DéterminedAiTOuWA](A) .
3. On suppose dans cette question que la propaéqrersonnes informées est définie a chaque tnstan

ou t est un réel positif, paf(t), f étant une fonction définie et dérivable fif . On fait I'hypothese

que l'accroissement instantanée de la proportiopedsonnes informées est déterminé par I'équation
différentielle :

VEER", f/(t)=C@1-ft)).

Déterminer la fonctionf sachant quef(0) = % .

Partie Il : Second modéle de propagation

On désigne toujours paF une constante réelles strictement positive. Omsidéne un intervalle de temps

strictement positif et tel qué <E , ainsi que les instantsA , ou I'entiern décrit N . Pour toutrn , on note

v, (A) la proportion de personnes informées a l'instaft.



On fait I'hypothése que 'augmentation de cettepprtion entre les instantsA et (n+1)A est déterminée par
la relation :
VneN,u (A)—v, (A)=CAv, (A).A-v, A)).

1
On posev,(A) = e

l.a  Pour tout entier naturel, exprimerl—uv, ., (A) en fonction del—v, (A) etdel—CAv, (A).

1.b  Montrer que la suitév, (A)),., est a valeurs dar{sj%,]{ .

. 1- A -
1.c  Etudier la convergence dez,,, —Inz, =In et 0@ int CAv, (A4) et
’ ' T, (1—v, (A)A-CA) 1-CA
déterminer la valeur ddim v (A) .
n—-+00
2. Dans cette question, on se propose d’'étudiapidité de diffusion de Iinformation.

CA

2.a  Montrer que pour tout entier naturel: 1—-v,_, (A) < q(lf v, (A)) avquzlfT .

2.b  Endéduire qué—uv, (A)g%q"_
2.C On pose pour tout entier nature] z, :LM_
@-cAy
Etablir que pour tout entier naturel: Inz, , —Inz, = In—l_ CAu(4)
1-CA
En déduire qu® < Inz, , —Inz, < CA N-1.,
1-CA N

On pourra exploiter le résultat du préliminaire.
n—1
2.d  On pose pour tout entier nature] 5, => "(Inz,,,—Inz,).
k=0

Montrer que la suit€S,) converge. On posg = lim S, .

n—-+00
2.e  Déduire des questions précédentes I'existenceréel n strictement positif tel que :
1-u,(A) ~ u@-CAY.
n—+00

On explicitera la valeur dg en fonction deS et de% >1.
3. On pose pour tout entier nature| y, = v.(8) .
A=v, Q)+ CAY
2A2
3.a  Montrer que pour tout entier natukel: 21 —14 CA(8) :
Y 1+CA)1-CAy, (A))
n—1 _ 2A2
3.b  Enconsidérant, = Zln Y, —Iny, , établir que :0<In (W —1), (4) <n ca .
(1—v,(A)A+CAY )~ " 1-CA
3.c DéterminerIAiqLu[t/A](A) :
4, On suppose dans cette question que la propaltigrersonnes informées est définie a chaque tnstan

ol t est un réel positif, pag(t), g étant une fonction définie et dérivable ®it et a valeurs dans

R** . On fait I'hypothése que I'accroissement instaétade la proportion de personnes informées est
déterminé par I'’équation différentielle :

VtER",¢'(t)=Cy(t)1-g(t))-



En considérant la fonctioh définie parh(t) :%, déterminer I'expression dg(t) pour tout réelt
g

positif sachant que(0) = % .



