Exercices 1léere Année

Exercice 1| Soit (uy) et (vy,), deux suites convergeant respectivement vers « et 3.
On pose : pour tout n € N, m,, = min(uy,v,) et M, = max(u,,v,) : ces deux suites convergent-elles
nécessairement ? Si oui, préciser leurs limites.

1
Soit u; > 0 et up41 = —e™ " pour tout n > 1.
n

Prouver : Vn > 2, 0 < u, < —7 En déduire la limite de (u,) et un équivalent simple.
n

Soit u = (upn)nen une suite a termes dans Z.

Montrer I’équivalence : u converge < u est stationnaire.

Exercice 4

Inn)™
Soit, pour n > 1, u, = (Inn)

n!

U
. Montrer que < ntl

) converge vers 0.
n

un-i—l 1
Up, 2
Monotonie de (u,)? En déduire, par 'absurde, que (u,,) converge vers 0.

Justifier alors qu’il existe un entier N tel que : si n > N, alors

2

Montrer que : Vz € [0, +oo[, z — % <Iln(l+z) <=z

LC k
En déduire la limite de la suite (uy) ot u, = [] <1 + 2).
k=1 n
n

1
On définit la suite v = (uy,)p>1 par : Vn > 1, u,, = Z

—n + k
1. Prouver que la suite u est bornée et monotone. Que peut-on en déduire ?
2n—+1 2n 1
2.Justifier 'encadrement : / ;dt < Uup < / Edt
n+1 n

En déduire la valeur de lim w.

;

T
1. Montrer : Vo > 0, x — 5 <sinz < x.

n

2. On pose, pour n > 1 : u, = Z — et v, = Zsm < > Montrer que (uy,) puis (v,) convergent.

n2
k=1
Soit a et b, deux réels tels que 0 < a < b.
an+1 + bn+1
Calculer la limite de la suite v définie par u,, = ————.
a™ + b
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Exercice 9 Déterminer les limites des suites de terme général :

2n

1\" . _

L VintTeos(n)—n 2. (1-- 3. (D"sinfn 0 D e
" n . k=n

( théoreme de Césaro)

1. Montrer que, si (uy,) est une suite convergente de limite L, alors la suite (v,) est également une suite
ug+up+ -+ Uy

n+1
Vérifier que la réciproque est fausse en étudiant le cas u, = (—1)".

convergente de limite L ot v, =

Wn,

2. Montrer que, si (wy) est une suite vérifiant lim (wp41 —wy,) = L alors lim — = L.
n—-+4oo n—+oo N

1 "1

: 1 210 N
Montrer que : ¥n > 1, ] < o1 En déduire la convergence de (uy,) o u, = Z o
k=0
(Constante d’Euler)

1
1. Montrer que, pour tout k > 1 : il <In(k+1)—1In(k) <
1

2. En déduire que la suite de terme général u, = 1+ 3 + 3

(raisonner a I’aide d’intégrale).

x| =

1 L "
+ .-+ — —In(n) est décroissante et positive.
n

Conclusion ?

1 b
Déterminer deux réels a et b tels que : Vk > 1, m = % + PR
n
1
Etudier alors la convergence de la suite (vy,) ot v, = ; m

n
1
On définit (u,) par u, = Z 7z Donner un encadrement de la suite (u,) utilisant des termes de la suite

k=1
(vp). Que peut-on en déduire concernant la convergence de (uy,) 7

1
Soit (uy,) la suite définie par : ug = 1 et pour n > 0, upt1 = up + —.
Un

1. Montrer que la suite (u,) diverge vers +o0.
n

1
2. On pose, pour tout n > 1, S, = Z — : simplifier S,, et déduire S, ~ u,.
k=0 u
Soit (uy,) une suite définie par : ug quelconque et pour n > 0, w41 = y/u2 + 1.

Montrer que la suite diverge vers +oo.

En remarquant que u2 = u% + n, déterminer un équivalent simple de u,,.

SUITES EXTRAITES

On pose un = v/ — E(/n).

1. Simplifier la suite a ol a, = u,;2.

2. Simplifier la suite b ol b, = 1,23, : on pourra utiliser 'encadrement (n + 1)2 < n% + 3n < (n + 2)2.

3. Que peut-on en déduire concernant la convergence de la suite u 7

Sur I'ensemble E = RN des suites réelles, on définit la relation binaire R par :

V(u,v) € E?, uRv si u est une suite extraite de v. R est-elle une relation d’ordre sur E ?

Indication : étudier le cas des suites u et v avec u, = (—1)" = v, 12 et v, = (—=1)"T = upy1.
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1. Montrer que si (uy,) est une suite convergente, alors (ug, — u,) — 0.
n—+400

n
1 1
2. On pose S, = Z T Montrer que : Vn > 1, So,, — S, > ok Conclusion concernant la suite (.Sy,) ?
k=1

SUITES ADJACENTES
On définit : u,, = ” %et vn:un—i—ﬁ (pour n > 1).
— k! .n!
1. Montrer que les suites (uy,) eto(vn) sont adjacentes. On note ¢ leur limite commune.
2. Justifier que, pour tout n > 1, u, < £ < vy.
3. On suppose que £ = g, avec (p,q) € N*2 : on pose A = —qlug + (g —1)!p.

1
Justifier que A est un entier et que 0 < A < —. Conclure a une absurdité. Qu’a-t-on prouvé ?
q

Exercice 20| Montrer que les suites suivantes sont adjacentes et conclure :
n

1. up = ! et v, =u —i—l — 1 1
- Un n+k n o 2.unzzﬁetvn:un+ﬁ.

k=1 1

Soit deux réels 0 < a < b et les suites (uy,) et (v,) définies par :

Up + U
ug = a, vg = b , pour tout n > 0, upy; = % et Upy1 = /Up+1Un.

1. Démontrer que, pour tout n > 0, 0 < u, < v,. En déduire les monotonies de ces deux suites.

2. Prouver que les suites (uy,) et (v,) convergent vers la méme limite [.

SUITES RECURRENTES

n
T T
Pour n > 2 : u, = H cos (27> et v, = up sin (27) Montrer que (vy,) est une suite géomé-
k=2

trique, en déduire une expression de u,, et la convergence de u,,.

1
8+ 2u,

’Exercice 23 ‘ Soit ug = 1 et, pour n > 0, up41 =

1. Prouver : Vn € N, u, > 0.
2. SI (uy,) converge, quelle est sa limite £? Montrer qu’on a : Vn € N, |up11 — £ < 3—12\un — 1.
3. En déduire que (uy) converge.

Soit ug < w1, deux réels fixés, et pour tout n € N : wppo = 1 (upt1 + un).

1. 1% méthode : on pose v, = Unpi1 — Uy. Montrer que cette suite v est géométrique. En déduire une

expression de u, en fonction de n.

2. 27de méthode : on pose wy, = Upy1 + %un. Montrer que cette suite w est constante. Retrouver une

expression de u, en fonction de n.
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