EXERCICES MPSI

Récurrence - Sommes
doubles

Récurrence simple (ou faible)

Exercice 1 :

Montrer que par récurrence que :
1) Vn e N, 2" > n.
2) YneN, (1+a)" > 1+na;oua>0.

. 1
3) vneN, 3 k="
k=1

2

n(n+1)(2n+1)

4) VneN", Y K =

k=1 6
n 2
5) Vn e N*, Y k* = <2
k=1
6) Vn € N*, 1x 242X 3+ ... +n(n+ 1) = Hotlnt2)

7) Yn e N* 20y 2l 422 4 pon=ontl 1
8) Vn e N, (%‘b)njan;bn;oﬁa>()etb>-0.

9) Vn e N*, > k! < (n+1)!
k=1
10) Vn > 4, n? <27
11) ¥n € N, (32" — 2") est divisible par 7.

12) Vn e N*, Y kxkl=(n+1)! -1
k=1

Exercice 2 :

n 4 k
Soit N*. O Sp = kEl=) .
ot n € n pose ; (5>
Montrer que

o _ 4X5n+1_(5+n)4n+1
n — 50

Exercice 3 :

Soit f : N — N une application strictement croissante. Montrer que
VYneN, f(n)=n
Rappel : f est strictement croissante ¢a veut dire que :

Vm,neN, n<m= f(n) < f(m)
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EXERCICES MPSI

1) Montrer que : Vz,y € RT, /7y < &3¢
2) En déduire que

271
on o Zx’f
k=1
Vn € N*, Vi, ..., zon € RT, (ka) T
k=1
ug = 0

Considérons la suite (u définie par :
( n)nEN p { Vn € N, Unt1 = /un;rl

Montrer que : Vn = 1, % <up <1

Récurrence double :

(Suite de Fibonacct)

Considérons la suite (up)p=o définie par : {

Uy = U1 = 1
Vn €N, Upio = Upy1 + up
Montrer que : Vn € N, u, = (%)n

Récurrence forte :

Exercice 7 :

Considérons la suite (up)n=o définie par : {

ug = U1 = 1
Yn =2, Uy = Up_1+ ... +ug
Montrer que : Vn € N*, u, = 2"~!

"1
Notons pour tout n = 2, u, = —.

1) Montrer que

2a, + 1
2b,

Vn = 2, I(an,by) € N x N* tel que u, =

2) En déduire que pour tout n = 2, u, ¢ N
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EXERCICES MPSI

Sommes doubles :

Exercice 9 :

Soit n € N*. Calculer les sommes suivantes :

) Y ij 2) Y ij

1=4,5=<n 1=i<j=n

3) > (i+5) 4 >, (i+])
1=i,j=n 1=i<j=n

5) Y, (i+)? 6 Y (i+4)
1=4,5=<n 1=i<j=n

7> min(i,j) 8) Y max(i,])
1<i,j<n 1=5,j=n

0 Y cicl 10 Y L
1<i<j=n 1=i%j<n’
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Exercice 3 :
Soit f : N — N une application strictement croissante. Montrer que

VneN, f(n) =n

Rappel : f est strictement croissante ca veut dire que :

Vm,neN, n<m= f(n) < f(m)
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Récurrence

forte :

Exercice 7 :

Considérons la suite (uy,),>¢ définie par : {

Montrer que : Vn € N*, u,, = 27!

j:'m—('LcJ»o ¢%4 :

?W Ne 4 (om

Hufi\o‘ 4

.

/
¢ -

7,% nya

ug = u; = 1
Vn =2, up =uUp—1+ ... + U
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Sommes doubles :

Exercice 9 :

Soit n € N*. Calculer les sommes suivantes :

TR

1<i,7<n

3) ) (i+3)
1=51,72%n

5) Y, (i+3)°
1=i,j=<n

7)

1=i,j=n

9) Y Cic!

1313730

> min(i, j)













