
EXERCICES MPSI
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Récurrence - Sommes

doubles

Récurrence simple (ou faible)

Exercice 1 :
Montrer que par récurrence que :
1) ∀n ∈ N, 2n � n.
2) ∀n ∈ N, (1 + a)n � 1 + na ; où a � 0.

3) ∀n ∈ N∗,
n∑

k=1

k =
n(n+ 1)

2

4) ∀n ∈ N∗,
n∑

k=1

k2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6

5) ∀n ∈ N∗,
n∑

k=1

k3 =

(
n(n+ 1)

2

)2

6) ∀n ∈ N∗, 1× 2 + 2× 3 + ...+ n(n+ 1) = n(n+1)(n+2)
3

7) ∀n ∈ N∗, 20 + 21 + 22 + ...+ 2n = 2n+1 − 1

8) ∀n ∈ N,
(
a+b
2

)n � an+bn

2 ; où a � 0 et b � 0.

9) ∀n ∈ N∗,
n∑

k=1

k! � (n+ 1)!

10) ∀n � 4, n2 � 2n

11) ∀n ∈ N, (32n − 2n) est divisible par 7.

12) ∀n ∈ N∗,
n∑

k=1

k × k! = (n+ 1)!− 1

Exercice 2 :

Soit n ∈ N∗. On pose Sn =
n∑

k=1

k

(
4

5

)k

.

Montrer que

Sn =
4× 5n+1 − (5 + n)4n+1

5n

Exercice 3 :
Soit f : N→ N une application strictement croissante. Montrer que

∀n ∈ N, f(n) � n

Rappel : f est strictement croissante ça veut dire que :

∀m,n ∈ N, n ≺ m⇒ f(n) ≺ f(m)
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EXERCICES MPSI

Exercice 4 :

1) Montrer que : ∀x, y ∈ R+,
√
xy � x+y

2

2) En déduire que

∀n ∈ N∗, ∀x1, ..., x2n ∈ R+,

(
2n∏
k=1

xk

) 1
2n

�

2n∑
k=1

xk

2n

Exercice 5 :

Considérons la suite (un)n∈N définie par :

{
u0 = 0

∀n ∈ N, un+1 =
√

un+1
2

Montrer que : ∀n � 1, 1√
2
� un ≺ 1

Récurrence double :

Exercice 6 : (Suite de Fibonacci)

Considérons la suite (un)n�0 définie par :
{

u0 = u1 = 1
∀n ∈ N, un+2 = un+1 + un

Montrer que : ∀n ∈ N, un �
(
5
3

)n
Récurrence forte :

Exercice 7 :

Considérons la suite (un)n�0 définie par :
{

u0 = u1 = 1
∀n � 2, un = un−1 + ...+ u0

Montrer que : ∀n ∈ N∗, un = 2n−1

Exercice 8 :

Notons pour tout n � 2, un =

n∑
k=1

1

k
.

1) Montrer que

∀n � 2, ∃(an, bn) ∈ N× N∗ tel que un =
2an + 1

2bn

2) En déduire que pour tout n � 2, un 6∈ N
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Sommes doubles :

Exercice 9 :
Soit n ∈ N∗. Calculer les sommes suivantes :
1)

∑
1�i,j�n

ij 2)
∑

1�i≺j�n
ij

3)
∑

1�i,j�n
(i+ j) 4)

∑
1�i≺j�n

(i+ j)

5)
∑

1�i,j�n
(i+ j)2 6)

∑
1�i≺j�n

(i+ j)2

7)
∑

1�i,j�n
min(i, j) 8)

∑
1�i,j�n

max(i, j)

9)
∑

1�i�j�n
Cj
nC

j
i 10)

∑
1�i�j�n

i

j
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