Résumé du cours MP

INTEGRALES DEPENDANT
D’UN PARAMETRE

I) Passage a la limite sous intégrale

Théoréme 1 : ‘ (Théoréme de la convergence dominée)

1)VneN, f, CPM sur I

2) (fn) CSwvers f sur I, et f CPM sur I

3) Il existe ¢ CPM et intégrable sur I telle que: (Vn € N, |fn| =)
(hypothese de domination)

Si

1) f et les f, sont intégrables sur I
Alors . .
2) limy, 4 </ fn) = /(llmn—>+oofn)
I I

‘Théoréme 2: ‘ (Intégration terme a terme d’une série de fonctions)
1) Vn €N, f,, CPM et intégrable sur I
2) an CS wvers f sur I, et que f est CPM sur I

n
3) La série Z (/ |fn]> converge
I
n

1) f est intégrable sur I

Alors § . /I sz fn> _ f ( /1 fn)

n=0

Si

‘ Remarque pratique : ‘
Dans la pratique, on commence par effectuer un calcul formel ot [’on per-
mute les symboles Y et [, que l'on justifie par la suite.

IT) Continuité d’une intégrale dépendant d’un parameétre

Théoréme : | (Continuité)

A une partie d’un evn de dimension finie. I intervalle de R.

fiAXI —K; (z,t) — f(x,t).

1) Vte I, x+— f(x,t) est continue sur A

2) Ve e A, t— f(z,t) est CPM sur I

3) Il existe ¢ CPM et intégrable sur I telle que : (Y(z,t) € A X I, |f(x,t)] =2 (1))
(hypothése de domination)

Alors < g:x—> /f(az,t)dt est continue sur A)
I

( Un cas fréquent )

Si A est un intervalle de R, il suffit que l'hypothése de domination soit véri-
fiée sur tout segment [a,b] de A.

Si
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ITT) Limites
( Intervertion limite-intégrale )

Soit f: J x I — K; ot I et J deux intervalles de R.

Soit a une extrémité de J.
1) Ve e J, t — f(z,t) est CPM sur I

2)Vte I, limy_y, f(z,t) =1(t) avec l est CPM sur I
3) Il existe ¢ CPM et intégrable sur I telle que: (V(x,t) € J x 1, |f(x,t)] < (1))

(hypothése de domination)

Alors lim,_q </If(x,t)dt> /Igig(llf(:c,t)) dt

‘IV) Dérivation‘
[ Théoréme 1 :]( Classe C')
[ et J deux intervalles de Ret f:J x I — K; (z,t) —> f(z,1t).
HYte I, x+— f(x,t) est de classe C' sur J
2Q)Vaxe J t— f(x,t) est CPM et intégrable sur I
sid 3)Vaze J tv—>%(x,t) est CPM sur I
4) Il existe ¢ CPM et intégrable sur I telle que : <V($,t) e JxI,

(hypothese de domination)

1)g: x»—)/fxtdtestdeclassec sur J

Si

. t)| = et)

Alors

Pour 'hypothése de domination, il suffit de I'avoir sur tout segment inclus
dans J. c-a-d :
Pour tout [a,b] C J. Il existe ¢ CPM et intégrable sur I telle que :

L (@] <o)

2)Vae J g /8 ) dt (dite formule de Leibniz)

<V(m,t) € la,b] x I,

‘Théorélnc 2: ‘ ( Classe C™ )

I et J deux intervallesde Ret f: JxI — K; (z,t) — f(x,t). Soit n € N*
Vte I, x+— f(x,t) est de classe C" sur J

2Q)Vee J,V0=<i=n—1, tr—— f(:L‘ t) est CPM et intégrable sur I

) Ve J t»—>gf:(33 t) estCPMsurI

Si 4) [a b] C J. Il existe ¢ CPM et intégrable sur I telle que :
J€ lab] x I, |Th@ )| =)
(/1(/1)()/11(5( de domination)
1)g:z+— /f(:z:,t)dt est de classe C" sur J
Alors I o f
QV1=<i=<n, Vee J ¢g?(x)= 8Z(xt)dt
x
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| Théoréme 3 :] ( Classe C* )

I et J deux intervalles de Ret f:J x I — K; (z,t) — f(z,1).

1)Vte I, x+— f(z,t) est de classe C* sur J
2Q)Vze J t— f(x,t) est CPM et intégrable sur I
) Vee J, Vn>1, t'—>8f(a:t)estCPMsurI

Si 4) [a b] C J.Vn>1, Il existe p CPM et intégrable sur I telle que :
)€ [ab] x 1, %(w,t)’ < (1))
L (/1(/1)()7‘/)( se de domination)
1)g: x»—)/fx t)dt est de classe C™° sur J
Alors onf
NVn>1,Vre J gM(z)= 3 ——(x,t) dt
x

Pr.ELAMIRI 3/ 3 www.iamateacher.org



