
Résumé du cours MP

�
�

�
Intégrales dépendant

d’un paramètre

I) Passage à la limite sous intégrale

Théorème 1 : (Théorème de la convergence dominée)

Si


1) ∀n ∈ N, fn CPM sur I
2) (fn) CS vers f sur I, et f CPM sur I
3) Il existe ϕ CPM et intégrable sur I telle que : (∀n ∈ N, |fn| � ϕ)
(hypothèse de domination)

Alors

 1) f et les fn sont intégrables sur I

2) limn→+∞

(∫
I
fn

)
=

∫
I
(limn→+∞fn)

Théorème 2 : (Intégration terme à terme d’une série de fonctions)

Si


1) ∀n ∈ N, fn CPM et intégrable sur I

2)
∑
n

fn CS vers f sur I, et que f est CPM sur I

3) La série
∑
n

(∫
I
|fn|
)
converge

Alors


1) f est intégrable sur I

2)

∫
I

(
+∞∑
n=0

fn

)
=

+∞∑
n=0

(∫
I
fn

)
Remarque pratique :
Dans la pratique, on commence par effectuer un calcul formel où l’on per-
mute les symboles

∑
et
∫
, que l’on justifie par la suite.

II) Continuité d’une intégrale dépendant d’un paramètre

Théorème : (Continuité)
A une partie d’un evn de dimension finie. I intervalle de R.
f : A× I −→ K ; (x, t) 7−→ f(x, t).

Si


1) ∀t ∈ I, x 7−→ f(x, t) est continue sur A
2) ∀x ∈ A, t 7−→ f(x, t) est CPM sur I
3) Il existe ϕ CPM et intégrable sur I telle que : (∀(x, t) ∈ A× I, |f(x, t)| � ϕ(t))
(hypothèse de domination)

Alors
(

g : x 7−→
∫
I
f(x, t)dt est continue sur A

)
NB : ( Un cas fréquent )
Si A est un intervalle de R, il suffit que l’hypothèse de domination soit véri-
fiée sur tout segment [a,b] de A.
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III) Limites

Théorème ( Intervertion limite-intégrale )
Soit f : J × I −→ K ; où I et J deux intervalles de R.
Soit a une extrémité de J.

Si


1) ∀x ∈ J, t 7−→ f(x, t) est CPM sur I
2) ∀t ∈ I, limx→a f(x, t) = l(t) avec l est CPM sur I
3) Il existe ϕ CPM et intégrable sur I telle que : (∀(x, t) ∈ J × I, |f(x, t)| � ϕ(t))
(hypothèse de domination)

Alors limx→a

(∫
I
f(x, t)dt

)
=
∫
I

(
lim
x→a

f(x, t)
)
dt

IV) Dérivation

Théorème 1 : ( Classe C1 )
I et J deux intervalles de R et f : J × I −→ K ; (x, t) 7−→ f(x, t).

Si



1) ∀ t ∈ I, x 7−→ f(x, t) est de classe C1 sur J
2) ∀ x ∈ J, t 7−→ f(x, t) est CPM et intégrable sur I

3) ∀ x ∈ J, t 7−→ ∂f
∂x (x, t) est CPM sur I

4) Il existe ϕ CPM et intégrable sur I telle que :
(
∀(x, t) ∈ J × I,

∣∣∣∂f∂x (x, t)
∣∣∣ � ϕ(t)

)
(hypothèse de domination)

Alors


1) g : x 7−→

∫
I
f(x, t)dt est de classe C1 sur J

2) ∀ x ∈ J, g′(x) =

∫
I

∂f

∂x
(x, t) dt (dite formule de Leibniz)

NB :
Pour l’hypothèse de domination, il suffit de l’avoir sur tout segment inclus
dans J. c-à-d :
Pour tout [a, b] ⊂ J . Il existe ϕ CPM et intégrable sur I telle que :(

∀(x, t) ∈ [a, b]× I,

∣∣∣∣∂f∂x (x, t)

∣∣∣∣ � ϕ(t)

)

Théorème 2 : ( Classe Cn )
I et J deux intervalles de R et f : J×I −→ K ; (x, t) 7−→ f(x, t). Soit n ∈ N∗

Si



1) ∀ t ∈ I, x 7−→ f(x, t) est de classe Cn sur J

2) ∀ x ∈ J, ∀ 0 � i � n− 1, t 7−→ ∂if
∂xi (x, t) est CPM et intégrable sur I

3) ∀ x ∈ J, t 7−→ ∂nf
∂xn (x, t) est CPM sur I

4) ∀ [a, b] ⊂ J. Il existe ϕ CPM et intégrable sur I telle que :(
∀(x, t) ∈ [a, b]× I,

∣∣∣∂nf
∂xn (x, t)

∣∣∣ � ϕ(t)
)

(hypothèse de domination)

Alors


1) g : x 7−→

∫
I
f(x, t)dt est de classe Cn sur J

2) ∀ 1 � i � n, ∀x ∈ J, g(i)(x) =

∫
I

∂if

∂xi
(x, t) dt
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Théorème 3 : ( Classe C∞ )
I et J deux intervalles de R et f : J × I −→ K ; (x, t) 7−→ f(x, t).

Si



1) ∀ t ∈ I, x 7−→ f(x, t) est de classe C∞ sur J
2) ∀ x ∈ J, t 7−→ f(x, t) est CPM et intégrable sur I

3) ∀ x ∈ J, ∀ n ≥ 1, t 7−→ ∂nf
∂xn (x, t) est CPM sur I

4) ∀ [a, b] ⊂ J. ∀ n ≥ 1, Il existe ϕ CPM et intégrable sur I telle que :(
∀(x, t) ∈ [a, b]× I,

∣∣∣∂nf
∂xn (x, t)

∣∣∣ � ϕ(t)
)

(hypothèse de domination)

Alors


1) g : x 7−→

∫
I
f(x, t)dt est de classe C∞ sur J

2) ∀ n ≥ 1, ∀x ∈ J, g(n)(x) =

∫
I

∂nf

∂xn
(x, t) dt
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