Correction

d’aprés Mines de Sup 1997
Partiel

1. C’est une équation différentielle linéaire d'ad (résolue en’)

2.a f°méthode iz — 27 et x+—1 sont de class€™ donc les solutions dg’ +2zy =1 le sont aussi.
2*™méthode : Par récurrence sue N, montrer quef est de class€” .
Pourn=0 : f est continue car dérivable.
Supposons la propriété établie au rang O .
f/(z)=1—2zf (x). Par HR,f estde class€", donc par opérationg, estC" puis f estC"™
Récurrence établie.

2.b PuisqueYz € R, f'(r)+ 2zf ()= 1, pourz =0, on observef'(0)=1.

3.a I"méthode : Par récurrence sue N ...
2°™méthode : Puisqu&z € R, f'(z) = 1— 2uf (z) en dérivant & l'ordres +1€ N* :
(@) = —(2af ()" = —20f " (@)— 20+ Lf ) @) (en vertu de la formule de Leibniz).

4.a  Puisquef estC™ surR etO€ R, le théoreme de Taylor-Young assure I'existenceldy(0) de f .

A ()
De plus la formule de Taylor-Young donnen.:—| .
n
4.b  En évaluant la relation du 3.aern f""(0)=—2@n + 1)f™ (0).

On en tire la relation, ., :;Zan .
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Partiel
1. zre” estC surR etzi— j:etzdt aussi car primitive de la fonction continue — e .

Par opérations sur les fonctiod$, D estC' sur R . De plusD’(x) :*2139712]: gdt+ e’e’ doll
D'(z)+2zD(z)=1.
2. VzeR, —z€R etD(—z)= ej; édt.

-T2 _ T 2 _ T g _ _
or [ edt = j;édu— foédt donc D(—z) = —D(z).

t=—u

D est une fonction impaire.

3. Vz>0,Vie[0a] 1<d < ¢ doncfggj;”efzdtgxéz puisze ~ <D@)<z.
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4.a fl e dt_fl 5 ¢ di=|—e L+2 ) tzé d >t Zfl = édt

Par une nouvelle intégration par parties :
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h est donc croissante sfl;+oc| .

h est dérivable eb'(t) = 1) “>0 sur [1,+oc| .

Vz € [L+o0[ Vit € [La] e—4_h¢)—<h(z)— doncf —dt<h( )f LAt

r tz
- (;4 dt _h)r-1_2 o ¢ .

puis 0 < —< — 0 douf —4dt:o— au voisinage de-oo .
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~ — puis D(z) ~— au voisinage deroo.
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fome"zdt:f; ézdt+fol gdt = Zx +

D est une positive suR* et négative suiR ™.

PuisqueD s'annule en0 et est de limite nulle er-oo, D admet un admet un maximum sRf (*) qui
sera aussi maximum s . Celui-ci est atteint en un poiatc R, et puisqueD n'est pas la fonction
nulle, on a nécessairemen 0.

(*) La propriété est graphiquement claire, maigpen lourde a démontrer :

Soit p=D(1)> 0. PuisqueD:CO, JAeR™ tel queVz > A,D(z)<p.

Posonsa = max(1,4 ). PuisqueD est continue sur le segme{ﬂta] , elle y est admet un maximum en un
point b €[0,a . Puisquel€[0,a], D(b) > D(1)=p etdoncVz>a>A,D(b)>p>D(z).
Ainsi b est maximum del sur R™.

PuisqueD est dérivable en I'extremum local, on aD’(b) =0 d'ou D(b) :2—:;

Sic¢ estun maximum dé alors comme ci-dessu8(c) = —

Or b et ¢ étant tous deux maximum de, D(b) = D(c) dou b=c.
Partielll

Y +2ry=0&19y" =—2ry et f—Zmdm =—2"+C" d'ol y,(z) = Ce™ avecCeR.
y,(x) = D(z) est solution particuliére.

Solution générale y(z) = ((/HLf;e’zdt)e’”2 avecCeR.

Soity une solution de la forme ci-dessus supposée impair

y(0)=0doncC =0 puisy=D.
InversementD est une solution impaire de I'équation différelitiétudiée.



