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Enoncés 1

Développements limités

Calcul de développements limités

Exercice 1 [01447] [correction]

Déterminer les développements limités suivants :
a) DLs(n/4) de sinx

b) DLy(1) de 22

¢) DL5(0) de shach(2z) — chz.

Exercice 2 [00226] [correction]
Déterminer les développements limités suivants :

a) DL3(0) de In (fj})

b) DL3(0) de In(1 4 sinx)
¢) DL3(1) de cos(In(x))

Exercice 3 [00745] [correction]

Déterminer les développements limités suivants :
a) DL3(0) de In(1 + &%)

b) DL3(0) de In(2 + sin x)

¢) DL3(0) de v/3 + cosx

Exercice 4 [00292] [correction]

Déterminer les développements limités suivants :
a) DL3(0) de eV1+®

b) DL3(0) de In(1 + 1+ )

¢) DL3(0) de In(3e” + e~ %)

Exercice 5 [01448] [correction]

Déterminer les développements limités suivants :
a) DL5(0) de (14 2)Y/®

b) DL4(0) de In (222)

¢) DLy(0) de In (£22)

x

Exercice 6 [01451] [correction]
Déterminer les développements limités suivants :

a) DL3(0) de 2UE2)
b) DLy(0) de 2ictans
¢) DLa(1) de =1

Inx

Exercice 7 [00751] [correction]
Déterminer les développements limités suivants :
a) DL3(0) de £&=222

l—cosx

b) DL,(0) de —Sn)

exp(x)—1

¢) DL3(0) de Zeht=shz

Exercice 8 [01449] [correction]
Former le DL3(1) de arctanx

Exercice 9 [01452] [correction]
Déterminer les développements limités suivants :

.2
a) DL1o(0) de [} s

999
b) DLl()O()(O) de ln (Z a;,)

Exercice 10 [01453] [correction]
Exprimer le développement limité a 'ordre n en 0 de \/1177 a I’aide de nombres

factoriels.

Exercice 11 [o01454] [correction]
Pour o = —1/2 et k € N, exprimer
ala—1)...(a—k+1)
k!

a aide de nombres factoriels.
En déduire une expression du DL, 11(0) de \/1%7 puis du DLo,12(0) de

arcsin(z).
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Exercice 12 [o01455] [correction]

Pour n € N, déterminer le développement limité a I’ordre 2n 4+ 2 de x — %ln %f—i

On pourra commencer par calculer la dérivée de cette fonction.

Exercice 13 [o01456 ] [correction]
Montrer que l'application f:R — R définie par f(z) = ze®” admet une
application réciproque définie sur R et former le DL5(0) de f~*.

Exercice 14 [03025 ] [correction]
En calculant de deux fagons le développement limité a ordre n de (e* — 1),
établir que pour tout 0 < £ < n

z": )" FEC [0 sit<n
—~ T 11 sil=n

Exercice 15 [02519] [correction]
Soient n € N, n > 2 et f 'application de R dans R définie par

fz) = 2" sin (i) siz#0et f(0) =

a) Montrer que f est dérivable sur R.
b) f admet-elle un développement limité en 07 si oui & quel ordre maximal ?

Notion de développement asymptotiques

Exercice 16 [01457 ] [correction]
Former le développement asymptotique en 0 de 'expression considérée a la
précision demandée :

a) In(14z) i

a la précision z%/2
VT p

b) 2% & la précision (z Inz)?

Exercice 17 [01458] [correction]

Former le développement asymptotique en +o0o de I'expression considérée a la
précision demandée :

a) vz + 1 a la précision 1/z%/2.

b) xln(z + 1) — (x + 1) Inx & la précision 1/22.

c) (“”T“)aC a la précision 1/22.

Exercice 18 [03431] [correction]
Former le développement asymptotique quand x — +oo de arctan z a la précision
1/a3.

Exercice 19 [01459] [correction)]

Réaliser un développement asymptotique de la suite considérée a la précision
demandée :

a) u, = In(n + 1) a la précision l/n

) =+vn+1++/n—1 ala précision 1/n?

)

c) up =/n+ nf\/ﬁalaprecmlonl/n

d) u, = (1+ %) a la précision 1/n?.

Exercice 20 [01476] [correction]
Former le développement asymptotique, en +o0, & la précision 1/n? de

1 n
Up = ] ,;)k!
Applications a I’étude de fonctions

Exercice 21 [o1461] [correction]
Déterminer un équivalent simple des fonctions proposées au voisinage de 0 :

a) £(2+cosx) —3sinz b)) z” — (sinz)® c¢) arctan(2x) — 2arctan(x)

Exercice 22 [o01462] [correction]
Déterminer les limites suivantes :
1 1 .1 1

—— blim-—-—" ol
z—=0sin’x 22 )z%l’ In(1+ x) ) 250 T

Exercice 23 [01463] [correction]
Déterminer les limites suivantes :

z T 1/(2—=x) rlnx
a) lim (M) b) lim <1n(1—|—aj)> c¢) lim

z—2 \ 22+1 4 5x/2 z— 400 Inx z—a arctan r — arctana

¢ — a®
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Exercice 24 [o1464 ] [correction]
Soit f :]—1,0[U]0,+o00[ — R définie par

In(l+2z)—2
)

fx) =

Montrer que f peut étre prolongée par continuité en 0 et que ce prolongement est
alors dérivable en 0.

Quelle est alors la position relative de la courbe de f par rapport a sa tangente en
ce point ?

Exercice 25 [o01465] [correction]

Soient a un réel non nul et f la fonction définie au voisinage de 0 par
In(1 + az)
for ==

Déterminer les éventuelles valeurs de a pour lesquelles f présente un point
d’inflexion en 0.

Exercice 26 [o01466] [correction]
Montrer que la fonction

T
frz et —1

peut étre prolongée en une fonction de classe C! sur R.

Exercice 27 [01467] [correction]
Soit
frxe (z+1)el/"

définie sur R,

Former un développement asymptotique de f a la précision 1/ en +o0.

En déduire 'existence d’une droite asymptote en 400 a la courbe représentative
de f.

Etudier la position relative de la courbe et de son asymptote en +oo.

Exercice 28 [o01468] [correction]
Soit
frz—az(n2z+ 1) — In(z))

définie sur R**,

Former un développement asymptotique de f & la précision 1/z en +oo.

En déduire I'existence d’une droite asymptote en +0o a la courbe représentative
de f.

Etudier la position relative de la courbe et de son asymptote en +oc.

Exercice 29 [o01469] [correction)]
Etudier les asymptotes de

x> v (22— 2)(z +3)

Exercice 30 [o01470] [correction)]
Soit f : R — R définie par

2
efl/w

ro={ s

Montrer que f est de classe C* et que pour tout n € N, f(")(0) = 0.
C’est ici un exemple de fonction non nulle dont tous les DL, (0) sont nuls.

sixz#0

sinon

Exercice 31 [o01471] [correction]
Soit f:]0,1[U]1,+00] — R lapplication définie par

fe) = / a

a) Montrer que f est convexe sur |0, 1] et ]1, +o0[.
b) Montrer que, pour tout > 1 on a :

/””2 zdt _ /“’2 dt _ /3”2 22 dt
. tlnt ). Int ), tlnt

En déduire que lim f(z) =In2. De méme, établir : lim
z—14 r—1—

c¢) On prolonge f par continuité en 1, en posant f(1) = In 2.
Montrer que f ainsi prolongée est de classe C? sur |0, +oo.
Etablir la convexité de f sur ]0, +o00l.

() =In2.
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Application a I’étude de suites
Exercice 32 [o1472] [correction]
Déterminer un équivalent simple de la suite dont le terme général est :

In(n+1)—1Inn

a)2y/n—vn+1—+vn-—1 b)\/ni—k——\/ﬁ

c) "Wn+1-3/n

Exercice 33 [01473] [correction]
Déterminer les limites suivantes :

1 1"
a) lim nsin— b) lim (nsin) ¢) lim n? ((n+1)1/”7n1/”)

n— 00 n n— 0o n n— 00

Exercice 34 [o01474] [correction]
Soient a et b deux réels strictement supérieurs a 1. Déterminer

n
lim <\/M>
n—-+4oo 2

Exercice 35 [o01475] [correction]
Déterminer n
lim (32 -23)
n—+oo

Application a I’étude de points singuliers

Exercice 36 [o01480] [correction]

Pour chacune des courbes qui suivent, déterminer les points singuliers et préciser

P’allure de la courbe au voisinage de ceux-ci :

z(t) =t — tht b x(t) = 3t — 3 z(t) =+ t*
2) y(t) = 1/cht y(t) = 2t* — ¢ ) y(t) =t* +¢°
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Corrections

Exercice 1 : [énoncé]

a) sin(z) = @ + (@~ §) — Y- §)7 - F - )’ +o((@ - 7))
b) BF = (2= 1) = §z =17+ Bz ]

¢) shzch(2z) — che = =1+ & — 32% + 22% — Lo + 13527 + o(2).

Exercice 2 : [énoncé]
a) In (‘"’324'1) =In(1+2%) —In(1+2) = -z + 32 — 12% 4 o(z?)

r+1
b) In(1 +sinz) =z — $22 + $2° + o(a?).
¢) cos(lnz) =1— 3(z—1)* + 3(z — 1)3 + o((z — 1)3).

Exercice 3 : [enonce]
a) In(l14+e”) =In2+ 3z + £22 + o(2?)
b) In(2 + sinz) = 1n2+ x—%xzf—x + o(z3)

¢) V3+cosz =2— La?+ o(z?)

Exercice 4 : [énoncé]
a) eVt —e+ x4+ Zad +0( 3.
b)In(1++v14+2z) =2+ zf—x2+9x3+0(z3)

¢) In(3e” +e7*) =2In2+ jx + 2% — J2° + o(a?)

Exercice 5 : [énoncé]

a) (1 —|—_:1:)1/$ = e1 2533 —|—1 %xQ + 0(:1?2)
b) In ($22) = — 122 — =2 + o(a?)
¢) In (3h2) = 12 _ L gt 4 o(g)

Exercice 6 : [énoncé]

In T
a) C($1+1)—1 T+ x —%xi;—l—o( 3)
b) al;z;anx_l_gx +0( 2)

c) =14 (x—l)—%(:z:—l) +o((x —1)?)

Inx

Exercice 7 : [énoncé]

a) f:;g;i =3+ 9103’33 +0( ?)
b) St =1- 2;6——295 2+ o(2?)

(@)=
C) 73“:;11,3;:51}13? = 537 + %.’E + 0( )

Exercice 8 : [énoncé]
On primitive de DLg(l) de 1+1 5
arctanz =T+ L(z — 1) — H(z— 1)? + L (@ — 1)3 + o((z — 1)3).

Exercice 9 : [énoncé]
_ 1,4 | 348 9)
a)W 1—4t + 5t° +o(t?) dontfom
puis f %ﬁ; fo %ﬁ fo Trt‘l = —x+a?+ 7x5 — L — 1%:5 + o(x19)

t— 1517 + 35t° + o(t'°)

X - 1000 1000~ 1000
b) In p o) =In(e” — % +o(z*™)) = In(e”) + In(1 — F5555— +o(z'™7)) =
=0

1 1000 + 0(%1000).

T~ o001 %

Exercice 10 : [énoncé]

Lo (—1/2

(—2)* + o(z™) avec

)
|
8
=}
=

k=
~1/2 VI

Au final, 1 => 23’;? sk + o(2™)

Exercice 11 : [énoncé]

On a k13 2k—1
k! N k! o 22R(E1)2
Donc
1 _ - (2K)! o 2n+1
Vi-az2 z:% rz® Tol)
puis
" (2k)!

o 2k+1 2n+2
arcsinx = kzzo Wm +o(z )
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Exercice 12 : [énoncé]
( 1n1+aa) =1, etﬁfler ot a2 o(a2n ),
Donc L1n 32 =z 4 Lg% + La® + . 4 5 Loa20H1 4 o(a27+2),

Exercice 13 : [énoncé]
f est de classe C* sur R et

F(z) = (14 22%)e” >0
de plus Emf = +oo,ljmf = -0

Donc f réalise une bijection de R vers R et f~! est de classe C* sur R.
En particulier f~! admet une DL5(0), de plus comme f est impaire, f~
aussi et le DL5(0) de f~! est de la forme :

I Pest

" Hz) = ax + ba® + ca® + o(z®)
En réalisant un DL5(0) de f~1(f(x)) on obtient :

fYf(z) = ax + (a+b)z*
Or f~Y(f(z)) = «, donc :

1
+ (ia +3b + )z’ + o(z°)

5
=1,b=—letc=—
a , et c 5

Exercice 14 : [énoncé]
D’une part e* — 1 = z + o(z) donne

D’autre part

or

" n n n -1 nfka

L’unicité des développements limités entraine la relation proposée.

Exercice 15 : [énoncé]

a) f est évidemment dérivable en tout a € R* et aussi dérivable en 0 avec
f(0)=0.

b) f admet pour développement limité & Uordre n — 1 : f(z) = o(x
Si f admet un DL, (0) celui-ci serait de la forme

n—l).

f(z) =az™ 4+ o(z™)

ce qui entraine que sin(1/x) admet une limite finie en 0 ce qui est notoirement
faux.

Exercice 16 : [énoncé]
a) 71“(\1/;‘”) =z — 1232+
b) 2* =1+ zInz + 2

%$5/2 + o(x5/2)

In? z + o(z?In” z)

Exercice 17 : [énoncé]
)\/ﬁ:\f\/m:ﬁ"i'%ﬁ_%wslm + o0 (-

b) zln(x 4+ 1) — (x + )lnm:—lnx—i—l—%%—l—%%—&—o(%)
o) (HH) =e— 51+ 5fm+olm)

x

Exercice 18 : [énoncé]
On a pour z > 0

T 1
arctanr = — — arctan —
2 T

11 1

donc

8=

™
arctanx = 3

Exercice 19 : [énoncé]

a)ln(n+1)=Inn+1 %—i—o(%).
1

b) Vn+1+ n—l*%Jr s =3 +o(=3)
) V= V= 4 = bk o ()
(141" = e it Ao (Gh).
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Exercice 20 : [énoncé]

On a
1 < 1 1
= =N kl=14-
tn n!; +n+n(n—1) n(n—1)(n —2)
Or
o< k(-4 1
S X SN/
= nl =l n(n—1)(n —2)(n —3)
Donc
1
un:1++2+0(n2>
Exercice 21 : [énoncé]
Par développements limités :
a) #(2+ cosz) — 3sinz ~ g5a°
b) ¥ — (sinz)® = z*(1 — (%)m) ~ ta?
c) arctan(2z) — 2arctan(x) ~ —2z3
Exercice 22 : [énoncé]
a) ili% sinlzac B x% = %
A 11
b) ig% z  Wn(lt+z) — 2
. (1+z)1/m—c _ e
R
Exercice 23 : [énoncé]
, ey qr \1/(277)
a) ilglz (%) = Lg#/1355/26
zlnx
b) lim () —e
T——+00 nw
c)z® —a® ~a%(l—Ina)(x —a)sia #1et
arctan(z) — arctan(a) ~ (arctan(a))’(z — a) = (19:_;&“2)
Sia#1,
% — %
li =a*(1+a®)(1-1
v arctan x — arctana a*(L+a’)( na)
Sia=1,

. r® — a”®
lim
z—a arctan x — arctan a

=2

Exercice 24 : [énoncé]

On a _ )
2 2
r)=——=4+ -z —-z"+o(x
fl@) = —5 + 3o — 72+ o(a?)
Par suite f peut étre prolongée par continuité en 0 en posant f(0) = —31.
De plus ce prolongement est dérivable en 0 et f'(0) = %
L’équation de la tangente en 0 est y = —% + %x et la courbe est localement en

dessous de celle-ci.

Exercice 25 : [énoncé]
On a ) ) )
flz)=azx —a(l+ ia)x2 +a(l+ 24 + gaQ)m?’ + o(z®)
Pour que f présente un point d’inflexion en 0, il faut que a(1 + %a) =0ie.:
a=—2.
Inversement si a = —2,

flx) = —2x — gscg + o(z?)

et par suite f présente un point d’inflexion en 0.

Exercice 26 : [énoncé]
f est définie sur R* et se prolonge par continuité en 0 en posant f(0) = 1.
f est de classe C! sur R* et

e® —1—wxe® —1x%+o0(a?) 1

@) = :

(e? —1)2 22+ o(x?) am0 2

donc f est dérivable en 0 avec f'(0) = —1/2 et finalement f est de classe C! sur R.

Exercice 27 : [énoncé]

On a

1

f@y—@+1m”x_x+2+§;+o<x)

Par suite, la droite d’équation y = x + 2 est asymptote a la courbe et la courbe est
au dessus de celle-ci.
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Exercice 28 : [énoncé]
On a

f(z) =z(In(2x + 1) — In(z)) = In 2.2 + % — é% +o (i)

La droite d’équation y = In2.x + % est asymptote a la courbe et la courbe est en
dessous de celle-ci.

Exercice 29 : [énoncé]
On a

3 2 6 5 1
e B (R AR R B £
(@ )z +3) x\/ +ac x? a8 v 3x+0<x>
La droite d’équation y = x + 1 est asymptote a la courbe en 400 (resp. —o0).
Courbe en dessous (resp. au dessus) de I'asymptote en +o0o (resp. —o0).

Exercice 30 : [énoncé]
f est évidemment de classe C*° sur R*.
Montrons par récurrence que f est de classe C" et que f™ est de la forme :

@) = Po(1/)e”

pour z # 0 avec P, € R[X].

Pour n =0 : ok.

Supposons la propriété établie au rang n > 0.
™) est continue, dérivable sur R* et pour z # 0,

1 1 2 2 1 2 1 2
F ’I’LJrl / 1/x 1/x 1/x
( )(x) _;P (ﬁr) ¢ / + EP,’L (ﬁr) ¢ / et (LC) ¢ /

avec P,11 € R[X].

Récurrence établie.

Pour tout n € N, f(")(x) 1=/ ,Pu(y/y)e™ — 0 quand = — 0%et de méme quand
y=1/z

z—0".

Par le théoréme du prolongement C' dans une version généralisée, on obtient que

f est de classe C* et £ (0) = 0 pour tout n € N.

Par suite f(") est dérivable en 0 et f("+1)(0) = 0.

Exercice 31 : [énoncé]

a) Soit G une primitive de la fonction ¢ — 1/Int sur ]0, 1] (resp. sur |1, +o0]).
%)

Pour tout z € ]0,1[ (resp. |1, +o0[), on a f(z) = G(x

(
— G(x). On en déduit que

f est de classe C* sur ]0, 1] (resp. sur |1, +o0]) et

On a alors

@)= o= =

" Inz?2 Inzx Inx

zlnx —xz+1
z(Inz)?

f(@) =

Soit g(z) = zlnz —z + 1 sur RT*.
g est de classe C* et ¢'(x) = In(x). Puisque g(1) = 0, la fonction g est positive
puis f” > 0 sur ]0, 1] (resp. |1, +o0]).

b) Pour z > 1,
T 1 22
vt e [z,2%], — < — <
[, tlnt ~ Int  tlnt
D’ou ) ) )
/x xdt </I ﬂ</z x2dt
, tInt ), Int ), t.Int
2
Comme f; t_cllflt = In 2, on obtient

puis zlirgif(gc) =In2.

Pour x < 1,

vt € [2*, 2], < — <

D’ou

On obtient 22In2 < f(x)

/x 22 dt /fz dt /mz zdt
<[ =<
L, t.Int L, Int . t.Int

rIn2 < f(x) <2*In2

T 1 z?

tlnt ~ Int " tlnt

2

<zln2 puis lim f(z) =In2.
r—1—

c) f est continue sur ]0, +oo[, de classe C! sur ]0,1] et |1, +oo] et

, h
A R R

Par le théoréme de prolongement C!, on a f de classe C* et f/(1) = 1.

De méme, en exploitant

ffA+n) =

(1+h)In(l+h)—h h2/2

~

1
(1+h)(n(1+h)2  (1+h)h% o 2
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on obtient que f est de classe C% et (1) =1/2. Exercice 35 : [énoncé]
Comme f” est positive sur |0, +o0c[, on peut conclure que f est convexe sur RT*. On a

In2— 21 1
33/2 — 2%/3 = 3e7 M2 _ 9e7 N3 — 1+M+0(>
n

n
Exercice 32 : [énoncé] donc
2= VI FT— V=T~ ’
4n\f

Exercice 36 : [énoncé]
1 1) -1 In(1+1 1 2
n(n+1)—lnn = n(l 4 1/n) ~ /n =— Notons M (¢) le point courant de I’arc considéré.

Virl—vin  Va(/I+1jn—1) 1202 n a) On a

n(n 2
c) "Wn+1— ¢n= e SFT o5 or 7(8) = tht
y'(t) = —sht /ch’t

pRnt In(n+1) 1 /In(n+1) 2 1 (In(n+1) 3 n (Inn)3
T Tart 2\ ) e\ ) TOUT done () =0
et 2 3 {y/(t):()@tzo
T Inn 1 /lnn 1 /lnn (Inn)?
=1+ n + 29\ n + 6\ n +o n3 Le point M(0) est le seul point singulier. Puisque

done 1 1 1 ()= o1 + olt?)
1 o~ Inn nn nn x(t) = - 0
\/n+l—ﬁ——7ﬂ+o<7ﬁ)w—7ﬂ 3 )
y(t)=1-— §t2 + o(t?)
Exercice 33 : [énoncé] On obtient p =2, ¢ = 3 car
a) nsin% =~ =1donc lim nsm =1
'7L2 A 7L2 0 1/3 # O
b) (nsin l) — " ln(nsm ;) — e—g-l-o(l) donc 731_{20 (n sin l) — %. ,1/2 0
n n JREEINE PR LGES VLA .
cn ((n +1) n —nt/ ) = n?( " —1)~ e+ donc On a un point de rebroussement de premiére espece, tangente dirigée par @(0, —1).
nhHH;On ((n+ 1/"—n/)= b) On a
{ 2/ (t) = 3(1 — t?)
'(t) = 4t(1 — ¢
Exercice 34 : [énoncé] v ( )
On a donc )
t)=20
Va+ Vb at/m bt/ e et Ina+Inb x,( St==+1
R R SRR A y(t) =

Les points M (1) et M(—1) sont les seuls points singuliers. Puisque

<\/M> _ on(n(I4 2480 o1 /)y _ et o) s { 2(—t) = —x(t)

donc

2
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M (—t) est symétrie de M (¢) par rapport a (Oy). Il suffit d’étudier M(1). On a

z(1+h)=2-3h%—h3
y(1+h) =1—4h* — 4h® + o(h?)

donc p =2 et g =3 car

-3 -1
5ol

On a un point de rebroussement de premiere espece, tangente dirigée par
(-3, —4).
¢) On a

z'(t) = 2t + 4t3

y'(t) = 2t + 5tt
donc

2 (t) =0
{y’(t)() <t=0

Le point M(0) est le seul point singulier. Puisque
x(t) =2+t
{ y(t) =12 + o(th)
donc p=2et g =4 car
HHEnE
On a un point de rebroussement de seconde espéce, tangente dirigée par @(1,1).

Puisque
y(t) —x(t) =t° =t =t*(1 — 1)

M (t) est en dessous de sa tangente en M (0).
Pour ¢t > 0,

donc M(—t) est en dessous de M (t).
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