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Exercices /\’/’; cgm'gffm [o hed 7; . lére Année

Soit (uy) et (v,), deux suites convergeant respectivement vers « et 3.
On pose : pour tout n € N, m,, = min(uy,v,) et M, = max(u,,v,) : ces deux suites convergent-elles
nécessairement ? Si oui, préciser leurs limites.

1
Soit u; > 0 et up41 = —e™ " pour tout n > 1.
n

Prouver : Vn > 2, 0 < up, < —7 En déduire la limite de (u,) et un équivalent simple.
n

Soit u = (upn)nen une suite a termes dans Z.

Montrer I’équivalence : u converge < u est stationnaire.

Exercice 4

Inn)™
Soit, pour n > 1, u, = (Inn)

n!

U
. Montrer que < ntl

) converge vers 0.
n

un-i—l 1
Up, 2
Monotonie de (u,)? En déduire, par 'absurde, que (u,,) converge vers 0.

Justifier alors qu’il existe un entier N tel que : si n > N, alors

2

Montrer que : Vz € [0, +oo[, z — % <Iln(l+z) <=z

LC k
En déduire la limite de la suite (uy) ot u, = [] <1 + 2>.
n

k=1
n
- o . 1
On définit la suite v = (up)p>1 par : Vn > 1, u, = Z )
= —n + k
1. Prouver que la suite u est bornée et monotone. Que peut-on en déduire ?
2n—+1 2n 1
2.Justifier 'encadrement : / ;dt S < / gdt
n+1 n

En déduire la valeur de lim w.

;

T
1. Montrer : Vo >0, z — 5 <sinz < .

n

2. On pose, pour n > 1 : u, = Z — et v, = Zsm < > Montrer que (uy,) puis (v,) convergent.

n2
k=1
Soit a et b, deux réels tels que 0 < a < b.
an+1 + bn—|—1
Calculer la limite de la suite v définie par u,, = ————.
a™ + b

Pr ELAMIRI 1/3 www.iamateacher.org



Exercices lére Année

Exercice 9 Déterminer les limites des suites de terme général :

2n

1\" . _

L VintTeos(n)—n 2. (1-- 3. (D"sinfn 0 D e
" n . k=n

( théoreme de Césaro)

1. Montrer que, si (uy,) est une suite convergente de limite L, alors la suite (v,) est également une suite
ug+up+ -+ Uy

n+1
Vérifier que la réciproque est fausse en étudiant le cas u, = (—1)".

convergente de limite L ot v, =

Wn,

2. Montrer que, si (wy) est une suite vérifiant lim (wp41 —wy,) = L alors lim — = L.
n—-+4oo n—+oo N

1 "1

: 1 210 N
Montrer que : ¥n > 1, ] < o1 En déduire la convergence de (uy,) o u, = Z o
k=0
(Constante d’Euler)

1
1. Montrer que, pour tout k > 1 : il <In(k+1)—1In(k) <
1

2. En déduire que la suite de terme général u, = 1+ 3 + 3

(raisonner a I’aide d’intégrale).

x| =

1 L "
+ .-+ — —In(n) est décroissante et positive.
n

Conclusion ?

1 b
Déterminer deux réels a et b tels que : Vk > 1, m = % + PR
n
1
Etudier alors la convergence de la suite (vy,) ot v, = ; m

n
1
On définit (u,) par u, = Z 7z Donner un encadrement de la suite (u,) utilisant des termes de la suite

k=1
(vp). Que peut-on en déduire concernant la convergence de (uy,) 7

1
Soit (uy,) la suite définie par : ug = 1 et pour n > 0, upt1 = up + —.
Un

1. Montrer que la suite (u,) diverge vers +o0.
n

1
2. On pose, pour tout n > 1, S, = Z — : simplifier S,, et déduire S, ~ u,.
k=0 u
Soit (uy,) une suite définie par : ug quelconque et pour n > 0, w41 = y/u2 + 1.

Montrer que la suite diverge vers +oo.

En remarquant que u2 = u% + n, déterminer un équivalent simple de u,,.

SUITES EXTRAITES

On pose un = v/ — E(/n).

1. Simplifier la suite a ol a, = u,;2.

2. Simplifier la suite b ol b, = u,2,3, : on pourra utiliser 'encadrement (n + 1)2 < n% + 3n < (n + 2)2.

3. Que peut-on en déduire concernant la convergence de la suite u 7

Sur I'ensemble E = RN des suites réelles, on définit la relation binaire R par :

V(u,v) € E?, uRv si u est une suite extraite de v. R est-elle une relation d’ordre sur E ?

Indication : étudier le cas des suites u et v avec u, = (—1)"et v, = (—1)7+!
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Exercices 1léere Année

1. Montrer que si (u,) est une suite convergente, alors (u2, — u,) — 0.
n—+400

n
1 1
2. On pose S, = Z T Montrer que : Vn > 1, So,, — S, > ok Conclusion concernant la suite (.Sy,) ?
k=1

SUITES ADJACENTES
On définit : u,, = Y %et vn:un—i—ﬁ (pour n > 1).
— k! .n!
1. Montrer que les suites (uy,) et (vy,) sont adjacentes. On note ¢ leur limite commune.
2. Justifier que, pour tout n > 1, u, < £ < vy.
3. On suppose que £ = g, avec (p,q) € N*2 : on pose A = —qlug + (g — 1)!p.

1
Justifier que A est un entier et que 0 < A < —. Conclure a une absurdité. Qu’a-t-on prouvé ?
q

Exercice 20| Montrer que les suites suivantes sont adjacentes et conclure :
n

1. up = ! et v, =u —i—l — 1 1
- Un n+k n o 2.unzzﬁetvn:un+ﬁ.

k=1 1

Soit deux réels 0 < a < b et les suites (uy,) et (v,) définies par :

Up + U
ug = a, vg = b , pour tout n > 0, upy; = % et Upy1 = /Up+1Un.

1. Démontrer que, pour tout n > 0, 0 < u, < v,. En déduire les monotonies de ces deux suites.

2. Prouver que les suites (uy,) et (v,) convergent vers la méme limite [.

SUITES RECURRENTES

n
T T
Pour n > 2 : u, = H cos (27> et v, = up sin (2—71) Montrer que (vy,) est une suite géomé-
k=2

trique, en déduire une expression de u,, et la convergence de u,,.

1
8+ 2u,

’Exercice 23 ‘ Soit ug = 1 et, pour n > 0, up41 =

1. Prouver : Vn € N, u, > 0.
2. SI (uy,) converge, quelle est sa limite £? Montrer qu’on a : Vn € N, |up11 — £ < 3—12\un — 1.
3. En déduire que (uy) converge.

Soit ug < w1, deux réels fixés, et pour tout n € N : wppo = 1 (upt1 + un).

1. 1%*¢ méthode : on pose v, = upi1 — u,. Montrer que cette suite v est géométrique. En déduire une

expression de u, en fonction de n.

2. 27de méthode : on pose wy, = Upy1 + %un. Montrer que cette suite w est constante. Retrouver une

expression de u, en fonction de n.
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Exercice 1| Soit (u,) et (v,), deux suites convergeant respectivement vers « et 3.
On pose : pour tout n € N, m,, = min(un,v,) et M, = max(u,,v,) : ces deux suites convergent-elles

nécessairement 7 Si oui, préciser leurs limites.

Vot

Cgegi max(&,b)-_— &f‘o—u—lﬂ.- bl

2
2

9(,:“& Off /a C{{/

{ max (2,b) o-min (a.8) = aib
max(a,b) — min(a b)=|2-b|

Qegh pgmmant b e ,()wﬂ(‘waav* s olhad oy wr(;m;m Gy

[

+
2 M —> oo

nin (”mls'n): u"{'dn‘;lmﬂent > a{+ﬁ2¢~3l :W\l"’\ @IB)
M=o
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Exercice 2| Soit u; > 0 et up+1 = —e™“" pour tout n > 1.
n

Prouver : Vn > 2, 0 < u, < ——. En déduire la limite de (uy) et un équivalent simple.

Vot

4+ Ina (Vn eV U, >o) (@i dent)

-

29 (b’n}:, o<, 4 1 )GG”J”%” LimU,,:

h-2a

5’/ Yna bm =0 abrs lim e _u,,_,, cao/c )

n-1
n-4 h-1 n
W\J

:un

% EXirCice 2,
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n

1

Exercice 6 On définit la suite v = (up)n>1 par : Vn > 1, u, = Z

n—+k
k=1 i
1. Prouver que la suite u est bornée et monotone. Que peut-on en déduire ?
2n+1 2n 1
2.Justifier I'encadrement : / —dt < up < / —dt.
n+1 t n

En déduire la valeur de lim w.

P oo

v 4,U ::2_.4
N> “ k=4 n+k

17 a) ([/.,,) bornee | en c//cfz

h> 4
@n; 4,4, S o) => (Un), minsvee

59&"7’:424 gna
(Vskgn, L g L )G nck Snes)

+k )’I-r—/l

\ng‘“‘ (\7‘“;4 un {4}
b) Saf ny 4 972

n+4 g
y,, U, = Z_ 4z A
) =1 Wedtk R4 nik
4 ﬂ
U‘H’ -—un = + L( 1 _ )
1 n+A+ (n+1) B=a “nenck ?i/
M1 - 4 A Teles cspie-
2n+2 Ant+a  h+A
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Dos [t),, groissant

°2__7 Clc;a‘!: ;z.-./cm‘rz an o CV£<{7<&+” ,;’_\(Z{—\(%)
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?JJI h(' AZ:' Tk / J2ar

J WA G2 //1//90/ f
h-r-l: /P

VA 1 a/é</’
On C\;N <]

vu\_/\_/\_/\_/
St Ny 4 gz any

n+£+/' nek

4Lk <n; 1 deL 4 J¢
(v 1< 4& & h+k< ned £
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L(m Ln (2""'4 —lh2
Or Lo M

Lim (ln2) =lnz

n—>H) v~

/619;’5 J,ﬂP/w lu él‘l;?fe.\me._ a/e,gﬁana/a/ma ¢

l—l’m Un ::LV\-Q/

N> +tos
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|Exercice 12| (Constante d’Euler)

1 1 .
1. Montrer que, pour tout k > 1: Y <In(k+1)—In(k) < % (raisonner a I’aide d’intégrale).
1 1
2. En déduire que la suite de terme général u,, = 1+ = 4+ = + -+ — — In(n) est décroissante et positive.
n

2 3

Conclusion ?

Voo

1 1
1. Montrer que, pour tout & > 1 : ] <In(k+1)—In(k) < z (raisonner a 'aide d’intégrale).

hs1

«/lfoafm ,war: /‘r\{ﬁ.-ﬂ.)_/&uﬁ:L i—d#
a@fOWla[«’L 7\«0’7"[/,9'«4 !

4 L
Vi 2t {2, Z‘i‘iéz\ £
/ by hat kit
arn /ioll—zf_i_d# /_1-_4{5
7 k42 S y t h 2 £
L4t bt L1
P f_i_ ==
/O 7 22 fot jy £ k. .
Gzcﬂv(
bl
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1
2. En déduire que la suite de terme général u, =1+ -+ - +---+ — —In(n) est décroissante

U, = Z _% - Ln(n) (j’a/né/r)
n+A n
Uy, ~th= = L _ La(ne4) - Ejjﬁ' + lngw)

:Dra,})r&o f_l_/,gﬂﬂ 4 .i_ \< LV\Cn,‘,A)___LV)Cn) \<_’y_"_
N+4
Codt celt /m;alfm

\D’w Un+4 "L,n é 2

//ﬁf_s [ sui é CU,, ]m >m//,f' a/cz’:/swssané . D

1 1 1
2. En déduire que la suite de terme général u,, =1+ 3 + 3 + -+ — —In(n) est décroissante et|positive.
. n

rac U, = %f—'/;- _ln )

1) (,/,L;/:, ln (#ea) Lok 5%)
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QQW dvyf‘f é/ﬂ , B2 /"051904”/41 % 9ﬂa, 2ms 2

Z (Ln (fet) —Ln (Z))

= 4
A

£=4

h
D,W ﬁzj}: >/ L CW+A} (wmm icfrsac»ﬂ?uﬁ)

—>5ﬂ 1_Ln(n)>f.m(n+4)-—l-n(h)

== 4, >, LVI(VH-J) ~La(n)
\D,ﬂa;/o/W/- ,ﬂﬂd /7+4éﬂ = LY)C/I-(—J}éLn(n)

= b bt -n () >o
nl -~
DW Un29

1 1 1
2. En déduire que la suite de terme général u, —1+2+3—I- +——1n(n)etdeco ssante et positive.

| Conclusion ? |

%ﬂ— surl (aﬂjnzﬂkfﬁé'a%mé of mmwée /M—'L o Cﬂ&/ﬂs\'ln@
Dfﬂd é//e,l/l' CﬂﬂVco?Mé

Forn Exoncice 1.2
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Exercice 16| On pose u, = /n — E(y/n).

1. Simplifier la suite a ol a, = u,,2.

2. Simplifier la suite b ol by, = w23, : on pourra utiliser I'encadrement (n + 1)? < n? 4+ 3n < (n + 2)2.

3. Que peut-on en déduire concernant la convergence de la suite u?

i@\ E(\/F) Clew L\[;_' '1,0\/[\,.7114& enhee

Exercice 16| On pose u, = v/n — E(y/n).

1. Simplifier la suite a ou a,, = u,,2.
St ne g\,
am = U 2
n

)
=n—|n]

| Exercice 16| On pose u, = /n — E(y/n).

1. Simplifier la suite a ou a, = u,,2.

2. simplifier la suite b ot b, = w,2.3, : on pourra utiliser 'encadrement (n + 1)* < n? + 3n < (n + 2)%

St nem .

b, — U,
ﬂ+3m

= \lVl2+’5Y1 — L\j V)K-J-BV)J
2
(O e (m+'r)Z £ nan L (n+2)

= (m+4)<\‘m2+’sh <(\n+4)+i
=7 LJ‘”&W‘?L\ =W+l
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n+3n —(n+1)

Exercice 16| On pose u, = \/n — E(\/n).

1. Simplifier la suite a ou a, = u,,2.
2. Simplifier la suite b ot b, = u,2, 3, : on pourra utiliser 'encadrement (n + 1) < n? 4+ 3n < (n + 2)2.

3. Que peut-on en déduire concernant la convergence de la suite u 7

CWSIJC;MJ /c: @]W;C DS — Bun ) (Un7—>
[Uh\héff\( ‘
QV\G /&«T.Umz —~ 0 Qo,/ )QLV\QINIU”&:O)

3 ((Jw +3n h&IN

néﬂ\/

K A U = A W_zn+a)>

A h 430 N

o (0 w3n) —[V\‘M)?v

\‘mﬂ}v\ _],{V)—Hl)
A
n

\‘ m2+3h .l (n—\-ﬂ)

_ A o/(x ~ %)
vw/(\[ngr(w—ha:))

A U

VA n+3n

1
2,
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/ZWLUV.& =90
ﬂ/f\nh‘; %‘MU.{ —-;//:_

- h+3m—2/
4
OF 1

D0 Ao il (U, divoge

€IN

% K XthCice 1.6
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|Exercice 17| Sur I'ensemble E = RY des suites réelles, on définit la relation binaire R par :

V(u,v) € E?, uRv si u est une suite extraite de v. R est-elle une relation d’ordre sur E?

Indication : étudier le cas des suites u et v avec u, = (—1)"et v, = (—1)"*1

Solution
?ﬁﬁxe/;
ﬂhe““ﬁl}m 0“%0

£3 héi Lﬁ?(\je lm\-\-i-b)lm{’*‘f\rm( ek
& <:7 ﬁzﬁw\&;\k\&

R nled 405 doek —Sprednpme | En effb’
CMS;O((;%B /C) At {u“)vv,ow(\’")hk,olo‘e/%‘ﬁn]” fm

Qafmgw, Un = (1 &\9ﬂ,_,(,4)"‘*'§
(O e Veiifiac gne (Un), R HLY o (9) R )
Maio () = (Vo).
A) %M /U‘n\ %/\9“) Cleg ¢ kv ({_,;)"#:[—4)‘4+I)i

B) ?ﬁ‘w’l /Uh‘)n //2 /'\qn)
. Un i/”)n
U.,, — (,_” \9}1{{“4)h+|

— (#’) (w’f'ﬂ’)‘f’i

Un :\}i-ﬂ o M—H) Ay —dwide e /\I'ﬂ
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At (Un) Ao —dnide de (M)

Ced [0y R (9

C) 7 H.) s

(Ons . '
n-+

,\Slh = /"’l)
\}v\ — U‘n—-t-]

Un = ()
’\9’1{{04)%!’(

EL (V) dm-ache b (Ua)
= (W) oo — tnche s (Ua)

Ced

Hn) 72 /U”)

@/@’V& 2 h]f{l"fvw) ﬁ,\,\-}[_ﬂﬁjm/cflﬂ‘fw‘(,

% K XthCice 1.7
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| Exercice 18 ‘

1. Montrer que si (u,) est une suite convergente, alors (ua, — up) oy 0.
n—+od

L | 1
2. On pose S, = E & Montrer que : Vn > 1, Sg, — S, > 3" Conclusion concernant la suite (5,) 7
k=1

Pt

1. Montrer que si (uy) est une suite convergente, alors (ug, — uy) ———I——> 0.
n—T00

{fuﬁ?om«) G [U“)h Gmyepe - N ofry /éwijw_—j@lR ‘
\//’/t‘?"‘“ /gw“ /(-),gn—-uw)f:o

NW— oo

U,
(U;{v,) dh Ve ﬁ:}wl\_xﬁw'\‘it ,OIL (Uﬂ)h M‘{?Mf Jﬂ:« " (

oo i Loy =L
A A {u’\” — Un) =

W— oo
——
~— 1 1
2. Un pose 55 = P Montrer que : Vn > 1, So,, — S, 2 5"
=1
P w4 (On 6
n " L
S -S.="%T /L%
e ! ﬁ\:i‘ ﬁ 1&:4-'
" v "
QZ v t) 2%
= © I3 —
=1 o =2
S AL
)t ¢
f-n+1l /
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NS
PN
N

™A

e

\

s

h !
1
)

Eontun ©

O

n
| 1
2. On pose S, = Z - Montrer que : Vn > 1, Sg, — S, > 5" Conclusion concernant la suite (S,,) ?

k=1

Tm Iiite (Sn)“ L9 oll‘\Mfath IRz ¢/{/{J’g
Kapgane 7-‘,5\)1 /ﬂlalosw«’d( ) A”f}"’jw A (55), 6““\)“3‘ !
A dllepes 49, fin(S0y =S =0 -

fon ([ VL sh,sh;_-f;_)
Ay for M»ﬁ“oila Javi e jgn S5
Ce g 1 obsonde .

Dpm La duihe (5)

4L
ot

L9 LJI‘\I«‘/\a{/\J-t

w

% K xncice 1.8
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"1 1
‘Exercice 19‘ On définit : u, = Z ] et v, = un + — (pour n > 1).

k=0
1. Montrer que les suites (uy) et (vy,) sont adjacentes. On note £ leur limite commune.

2. Justifier que, pour tout n > 1, u,, < £ < v,.

3. On suppose que ¢ = P avec (p,q) € N*2 : on pose A = —qlug + (¢ — 1)!p.
q

1
Justifier que A est un entier et que 0 < A < —. Conclure & une absurdité. Qu’a-t-on prouvé ?
q

S

N —

1 1
Exercice 19| On définit : u, = Z ] et vp = up + — (pour n > 1).

k=0
1. Montrer que les suites (u;) et (v,) sont adjacentes. On note ¢ leur limite commune.

,;,) Set nenN
nt/ "
U B Z E_Z\_i,—
n-h‘-/(/hd ﬁ*:?o ﬁ! ﬁ‘ﬁﬁ]
= —_ﬁ_,_ 7 ) %
(m+4)[ R N2
i ) <N \J
K) pu /U,,)h « Cff}l(]&m‘ﬁf : (S’)ﬁl“{\meﬁ M(h’) 0 £ @5&
% %Q
, %
) Set nerv. e o
) N
Ve =, - (UM. + (0, ;::;l)
(h—fl (hA—l)
= Un-H-’U i - L
n V)‘
(). lot)) ¥
_ 1 1 _ L

——
—

) T Gyl 0!
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hln+r1) £n — (u+s)- (h+t)

0. (n+4). (a+4)]

Ny
il Lo

I

0. (n+4). (n+1)]
]
D Vo) ro diemiande | shackoet d’[@‘“ﬁ“‘l)

&
/M) \yw-‘ [/w = e =0 ? N W2
n.nl h—+x : V4
{\\0 é> @(
2
De 1), 5) o i) antie Gue f0) A ) s,
)
X
’ ¥ 4
At A,CJ”GCOA—’-}_ )ZQ
n 1 1
|Exercice 19‘ On définit : u, = Z ] et v, = un + - (pour n > 1).

k=0
1. Montrer que les suites (uy,) et (v,) sont adjacentes. On note ¢ leur limite commune.

2. Justifier que, pour tout n > 1, u, < { < v,.
[Dp. ‘ /Uh)\] (ot S’hl‘(,}[th\(y\"‘ C/-&;“M‘ll‘t. d” Z[i— Uv\-_:€
/9(]/@(1 : %fn?,i, v, <,€

@" V“/(\M{f /\}L‘\),q (A SPicLement de/Cfd“;“M""t d“’g":\'“\}“‘-'e

/94}()(1 : )q[hh’l. \9‘\7 A
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n

1 1

k!
k=0

1. Montrer que les suites (uy,) et (v,) sont adjacentes. On note £ leur limite commune.

Exercice 19| On définit : u, = Z — et vy = Up + — (pour n>1).
n.n!

2. Justifier que, pour tout n > 1, u, < £ < v,.

3. On suppose que { = }—), avec (p,q) € N*2 : on pose A = —-qlug + (¢ — 1)!p.
q

1
Justifier que A est un entier et que 0 < A < —. Conclure a une absurdité. Qu’a-t-on prouvé ?
q

‘3)/\,) wﬁqf/w A?a A ed vn o .

A= —ﬁ! U7+(q-¢)!,a
("Ohe (C]~1)//> e g A Aok Ae o s e %Uﬁ e .
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n
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| Exercice 19| On définit : u, = Z i et vp = Up + o (pour n > 1).
k=0
1. Montrer que les suites (uy,) et (v,) sont adjacentes. On note £ leur limite commune.
2. Justifier que, pour tout n > 1, u, < £ < v,.

3. On suppose que { = }—), avec (p,q) € N*2 : on pose A = —-qlug + (g — 1)!p.
q

Justifier que A est un entier et que 0 < A < —. Conclure a une absurdité. Qu’a-t-on prouvé?
q
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Exercice 19| On définit : u, = — et vp =un + L (pour n > 1).
k! n.n!

k=0
1. Montrer que les suites (uy) et (v,) sont adjacentes. On note ¢ leur limite commune.

2. Justifier que, pour tout n > 1, u,, < £ < v,.

3. On suppose que ¢ = P avec (p.q) € N*? : on pose A = -qlug + (g — 1)!p.
q

1
Justifier que A est un entier et que 0 < A < —. Conclure & une absurdité. Qu’a-t-on prouvé ?
q
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| Exercice 21| Soit deux réels 0 < a < b et les suites (uy,) et (v,) définies par :
un + vn

9 et vpy1 = \/Un+41Un.

1. Démontrer que, pour tout n > 0, 0 < u, < v,. En déduire les monotonies de ces deux suites.

ug = a, vg = b, pour tout n > 0, upyq1 =

Solution
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| Exercice 21| Soit deux réels 0 < a < b et les suites (uy) et (v,) définies par :
up =a, vp =b, pour tout n > 0, up4y = . —2H)n et vp41 = \/Upt1Vn.

1. Démontrer que, pour tout n > 0, 0 < u,, < v,. En déduire les monotonies de ces deux suites.
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Exercice 21| Soit deux réels 0 < a < b et les suites (uy) et (v,) définies par :

Up + 0
ug = a, vg = b, pour tout n > 0, upy1 = = 5 2 et Un+1 = /Un+1Vn.-

1. Démontrer que, pour tout n > 0, 0 < u, < v,. En déduire les monotonies de ces deux suites.

2. Prouver que les suites (u,) et (v,) convergent vers la méme limite [.
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