Correction

d’apres ESSEC option Eco 2002
l.a  Par opérations sur les fonctiops est strictement croissante sRr .
De plus,(0)=0 et lrpm@p(z) = +oo . Par suitep, réalise une bijection d&" versR™.
Par suite 'équationp, () =1 posséde une unique solutian dansR*.
1b  ¢,(0)=0=1doncz, =0 puisz, >0.
o, M=p>1doncz, =¢ '(1)<¢, *(p)=1caryp,* estcroissante tout comme .
Si z,=1 (ce qui est le cas lorsque=1) la relationz, (1)) =1-=x, est vraie.
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Si a:p<1alorsl:xp+a;j+-~-+a:jj:a;p1 — donca, (1-r))=1-u,.
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lc o (z)=Lety (z, )=2 + 4z, ,=1-z)7 caronaz) +z +--+z,,=1.
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Puisquey, (z,,,) =1-2,; <1=¢, (r,) onaz,, <z, aprées application dg, - fonction croissante.

La suite(z,) est décroissante, étant de plus minorée (pate&dyehverge vers une limité.
1.d z,=1 carl n'est pas solution de I'équatiorf +z =1.

Par suiter, <1. La suite(r,) étant décroissantevp >2,0<z, <z, puis0<z) <zj.

Puisque|z,|<1, on az} — 0 puis par comparaisonz’ — 0.

En passant la relation, (1—z?)=1-z, a la limite on obtient Z(1— 0)=1-¢ d'ou £/ =1/2.

2a z,(1-2!)=1-z, donnez’"™ =2z, —1 puis %(lJr ap)m =¢, etenfin f((1/2,1)c[1 2.1.
En passant cette relation au logarithme népérignt:1)In(1+¢, )= (p+1)In2+ Ine .
Il ne reste plus qu'a multiplier par, pour obtenir la relation voulue.
2b  Quandp — 400 : (p+1e, IN(l+e,)= (p+ L, N2+, Ine, donne(p+1)e, ___Slne,
Inl+¢,)—In2
or ¢, — 0 donc par composition de limiteg; Ine, etIn(l+¢ )— 0 donc par opérations sur les
limites : (p+1)¢, — 0.
A+e,)" =exp(p+ 1)In(ke, ) or In(l+¢,)~e, puisques, — 0.
Par suite(p +1)In(l+¢,)~ (p+ 1, — 0 donc (1+e¢, )’** — 1 par composition de limites.
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car(l+e¢,)" ~1.
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3.a Onaad’+a=1doncfla)=——= =a
/(@) a+l o*+a

3b  f estdécroissante(l)=12 et f(I/2)= 2/ 3< 1donc f([1/2,1)c [ 2.1.
3.c Puisquela, €[/2,1 et f:[1/2,1—[¥ 2, onaVneN,u, €[1/2,1.
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3.d Parrécurrence sure N :
Pourn=0 : |u,—a|=[1-a|<1cara€l0,].
Supposons la propriété établie au rang O :
2]7i+1

a|§guna|§[—
3 R\ 3

|un +1



4.a

4.b

4.c

4d

Récurrence établie.

Puisque[g] — 0, on peut conclure;,, — o .

z |0 —+00
g(z) [T N, 0 [
Puisquev, €[0,1 et g:[0,1—[0,J onavneN,v, €[0,].

Puisque la fonction itératrice est décroisseet,] vers lui-méme, les suitg®,,) et (v,,,,) sont des

suites monotones et de monotonies contraires.

vy =Lv,=%3p,= 913 v, donc(v,,) estdécroissante ¢, .,) estcroissante.
De plus ces suites sont bornées ; étant monotamesrees, elles convergent.
La relationu,, ,, = g(v,,) donne & la limite ¢’ = g(¢) (car g est continue).

La relationwv,, = g(v,, ,) donne a la limite = g(¢').

On ag(g(¢)) = ¢ donc 1 1 1 =/
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(PH+0+2)72 P4+ 0+1

ce qui donnef® + ¢* +20°+ ¢ —1= 0 puis (> + (> + P+ - ="+ + 2°+ (- 1= Q.

Puisque/? +1= 0 ona(®+¢*+¢=1or £>0 (car Vn e N,v, >0)doncl{=z,= 3.
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é/: e = = :é
5(é) CH04+1 P44
Puisquev,, — ¢ etw,, ,— ¢ on peut conclure, — ¢ .




