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Enoncés 1

Séries numeériques

Nature de séries & termes de signe constant

Exercice 1 [o01020] [Correction]
Déterminer la nature des séries dont les termes généraux sont les suivants :

(a) un = 27 (©) un = 7= ~ 7o
n
_ ch(n d n =€ — l—i-l
(b) Un = ch((Qn)) ( ) B ¢ < n)

Exercice 2 [ 02353 ] [Correction]
Déterminer la nature des séries dont les termes généraux sont les suivants :

2

SPETE

(b) un = (€) un = e

Exercice 3 [ 03195 ] [Correction]
Déterminer la nature de la série de terme général

Exercice 4 [ 02789 | [Correction]
Nature de la série de terme général
o= (144)"
n3/2 — Ln3/2J +n

Exercice 5 [ 03235 ] [Correction]
Soit (un)n>1 une suite de réels positifs. On considére la suite (v,,) définie par

1 n
Uy = ———— ku
n(n+1) kz:; b

Montrer que les séries > u, et > v, ont méme nature et qu’en cas de convergence

—+oo “+o0
E Up = E Un
n=1 n=1

Nature de séries dépendant d’un paramétre

Exercice 6 [o01081] [Correction]
Déterminer en fonction du paramétre o € R la nature des séries de termes
généraux :

=%

(a) u, =e™ " (b) u, =22 (¢) un =exp(—(Inn)%)

Exercice 7 [o01083] [Correction]
Soient a,b € R. Déterminer la nature de la série

Z (In(n) + aln(n+ 1) + bln(n + 2))

n>1

Calculer la somme lorsqu’il y a convergence.

Exercice 8 [01085] [Correction]
Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur les réels a, b, ¢ pour qu’il y
ait convergence de la suite de terme général

t—F—=+—+

g
Sle
Sl
g
Sle
]
5l
]

Exercice 9 [o1086] [Correction]
Soit A un réel. Etudier la nature des séries de terme général

A" A" 1

= 1+A2n’fvn: 1+)\2n’wn: 1+)\2n

Un

Exercice 10 |[o2798 | [Correction]
Soient a € R et f € CO([0;1],R) telle que f(0) # 0. Etudier la convergence de la
série de terme général
1 l/n
Un = —
n

f™)de

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 9 mai 2017

Enoncés

Exercice 11 [o2799 ] [Correction]
Soient v > 0 et (u,) une suite de réels strictement positifs vérifiant

u&/":l—

La série de terme général u,, converge-t-elle ?

Exercice 12 [o1071 ] [Correction]

Soit a > 0.

(a) Déterminer la limite de la suite de terme général
_ala+1)...(a+n—-1)

n =

n!

(b) Quelle est la nature de la série de terme général u,, 7

Exercice 13 [ 02429 ] [Correction]
On fixe z € R%.. Pour n € N*, on pose

un:;likf[lln(l—&-z)

(a) Etudier la suite de terme général In(u, 1) — In(uy,).
En déduire que la suite (u,),>1 converge et préciser sa limite.

(b) Etablir I'existence de a € R tel que la série de terme général :

m(tn 1) — In(un) — aln (1 * i)

converge.
(c) Etablir I'existence de A € R* tel que u,, ~ An®.
(d) Etudier la convergence de la série de terme général u,,.

Convergence de séries & termes positifs

Exercice 14 [03355 ] [Correction]

Soient (uy)nen une suite de réels positifs et (v, )nen la suite déterminée par
Vp = U2p + U2n+1

Montrer :
E U, converge <= g v, converge

Exercice 15 [o1022] [Correction]
Soient > u, et Y v, deux séries & termes strictement positifs convergentes.
Montrer que les suivantes sont aussi convergentes

UpUn

Zmax(un, Un), Z VUunvy, et Z _

Uy + Up

Exercice 16 [o01023] [Correction]
Soit Y u, une série a termes positifs convergente.

Montrer que E VUnUn+1 est aussi convergente

Exercice 17 [o3411 ] [Correction]

Soit a une suite de réels positifs. Comparer les assertions
(i) la série de terme général a,, converge;
(ii) la série de terme général ,/a,G, 1 converge.

Exercice 18 [o1027] [Correction]
Soit (uy,) une suite de réels strictement positifs.

(a) Pour tout n € N, on pose
Un

- 1+ u,

Montrer que Y u, et Y v, sont de méme nature.

Un

(b) Meéme question avec
Up

u1+.+un

On pourra étudier In(1 — v,,) dans le cadre de la divergence.

Unp =

Exercice 19 [o3119] [Correction]
Soient (uy)n>0 €t (v5)n>0 dans (R4)Y telles que

1

Vi eNyvg = — - —
nel,tn 14+ n2u,

Montrer que si la série de terme général v,, converge alors la série de terme
général u,, diverge.
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Exercice 20 [o03674 ] [Correction] Exercice 25 [o1050 | [Correction]
Soit Y a, une série & termes strictement positifs convergente. Sachant :z% 1 = e, calculer
Etablir la convergence de la série ) a,ll_l/ "
+oo —+oo 2
! !
n=0 ’I’L. n=0 n

Exercice 21 [02447 ] [Correction]
Soit Y a, une série & termes positifs convergente.
Peut-on préciser la nature de la série de terme général Exercice 26 [ 02426 ] [Correction]
Calculer pour z € |—1;1]
Uy = AQAY - . . Gy !
n

+oo x
Z (1 _ 56‘”)(1 _ $n+l)

n=1

Exercice 22 [02957 ] [Correction]
Soit (uy,) une suite réelle strictement positive, décroissante, de limite nulle.
On suppose que la suite de terme général Exercice 27 [ 03448 ] [Correction]

" Existence et valeur pour m > 1 de
Z Ug — Ny,
k=1

+

oo

Sm = n(n+1)...(n+m)

3
Il
-

est bornée.
Montrer que la série de terme général u,, converge.

Exercice 28 [o01057 | [Correction]

Calcul de sommes Pour p € N, on pose .
P
WS
. . 2n
Exercice 23 [o1048 ] [Correction] n=0
Nature puis somme de la série (a) Montrer que a, existe puis exprimer a, en fonction de ag,...,ap_1.
Z 1 (b) En déduire que a, € N.
= nn+1)(n+ 2)

Quotient de deux termes successifs

Exercice 24 [o1047 ] [Correction] Exercice 29 [ 01029 | [Correction]

On donne 37, W= %2- Calculer (Reégle de Raabe-Duhamel) Soient (up)nen €t (Upn)nen deux suites de réels

strictement positifs.
+oo

Z 1 (a) On suppose qu’a partir d’un certain rang
— k2(k +1)2
= Un+1 < Untt
Up, Unp,

aprés en avoir justifié I’existence.

Montrer que u, T O(vp)-
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(b) On suppose que
Up1 e 1
—— = 1l——+o|l—]aveca>1
n

Montrer, & I’aide d’une comparaison avec une série de Riemann, que la série
> u, converge.

(c) On suppose cette fois-ci que

1
(e 1_a+0(> avec a < 1
n

Montrer que la série > u,, diverge

Exercice 30 [o2s00] [Correction]

(a) Soient (un)n>0 €t (vn)n>0 deux suites réelles, A € R. On suppose :

U A
Vn € N, u, > O,Z|vn| converge et — =1 -2 4y,
Un, n

Montrer que (n u,,) converge.

(b) Nature de la série de terme général

nlen

Exercice 31 [o02516] [Correction]
Soient

T 3k —2 -
“”_3nn1H( - )etvn—n3/4
k=1
(a) Montrer que pour n assez grand,

Un+41 > Un+1

Un Un
Unp

(b) En déduire que ) u, diverge. (on pourra utiliser =)

n

Quotient terme sur somme

Exercice 32 [o3750 ] [Correction]
Soit (uy,) une suite réelle strictement positive et convergeant vers 0. On pose

n

Un41

v, = —FL avec S, = E U
Sn k=0

Montrer que les séries Y u, et Y v, ont méme nature.

Exercice 33 [02956] [Correction]
Soit (uy)n>1 une suite de réels strictement positifs.
On pose, pour n € N*,

Up = Up /Sy 00 Sy =uy + -+ up

Déterminer la nature de Y vy,.

Exercice 34 [o2958] [Correction]

Soit (uy,) une suite réelle strictement positive telle que la série de terme général
u, converge.

On note le reste d’ordre n

—+oo
Rn: Z Uk
k=n+1

Etudier la nature des séries de termes généraux u, /R, et u,/R,_1.

Exercice 35 [o3716] [Correction]
Soit (a,) une suite de réels strictement positifs et S, = >, _, ax.

(a) On suppose que la série Y a,, converge, donner la nature de 3 a,/Sy.

(b) On suppose que la série Y a,, diverge, montrer

a 1 1
Vn e N*, -2 < —
"e 182 T Snfl Sn

n

3

En déduire la nature de 3" a,/S2.

(c) On suppose toujours la divergence de la série > a,.
Quelle est la nature de > a,/Sp?
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Comportement asymptotique du terme d’une série
convergente

Exercice 36 [03233] [Correction]
Soient (u,) une suite décroissante de réels positifs et a un réel positif.
On suppose la convergence de la série

E n“u,,

a+1

Montrer

n*" u, — 0

Comparaison séries intégrales

Exercice 37 [ooo77 | [Correction]
A T’aide d’une comparaison avec une intégrale, donner la nature de la série

1
annn

n>2

Exercice 38 [o0664 ] [Correction]
Soit a € ]0; 1[. Déterminer la nature de la série . ., av™.

Exercice 39 [o106s8 ] [Correction]

Pour o > 1 on pose
+oo 1
) =) —

ne
n=1

Déterminer la limite de (o — 1)¢(«) quand « tend vers 17

Exercice 40 |[o1061 | [Correction]
En exploitant une comparaison avec des intégrales, établir :

() Ykey VE~ Sny/n (c) 12(%:2 gglik ~

(b) In(n!) ~nlun

Exercice 41 |[o1069 | [Correction]
En exploitant une comparaison série-intégrale, déterminer
“+ o0
) a
lim E —_—
a—+00 1 n2 4+ a2

Exercice 42 02431 | [Correction]
Soit @ > 0, b > 0 et pour n € N*,

A, = Z(G—Fbk),Bn: H(a+bk)l/n

k=1 k=1

SRS

n n
Trouver lim,,_, 1 o 22 en fonction de e.
oo A,

Nature de séries dépendant d’un paramétre via com-
paraison intégrale

Exercice 43 [o02792] [Correction]
Nature de la série de terme général

nll

S, In*k

ol « est réel.

Exercice 44 [o3104 | [Correction]
On note a,, le nombre de chiffres dans I’écriture décimale de ’entier n > 1. Pour
quelles valeurs de € R y a-t-il convergence de la série

xon
> 57
n3

Exercice 45 [o1082] [Correction]
Etudier en fonction de v € R la nature de

1
Z n®Inn

n>2
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Exercice 46 |[o1062 ] [Correction]
Déterminer la nature de la série de terme général

1
tn = n(lnn)®
Exercice 47 [o02795] [Correction]
Soit a € R*. On pose, pour n € N*
1

Un

TS

Nature de la série de terme général u,, ?

Etude asymptotique

Exercice 48 [o1059 ] [Correction]
Soit a < 1. Déterminer un équivalent de

"1
>
k=1

Exercice 49 [o1060 ] [Correction]
Soit a > 1. Donner un équivalent simple &

+oo 1
Ryv= > -2
n=N+1
Exercice 50 [o1032] [Correction]
Montrer la convergence de
+oo
1
k!
k=0
puis la majoration du reste
+o00
1 1
<
k! 7 n.n!
k=n-+1

Série dont le terme est défini par récurrence

Exercice 51 [o1097 | [Correction]
Soit (uy,) la suite définie par ug € [0; 7] et pour tout n € N,

Upt+1 = 1 —cosuy,

Montrer que u,, — 0 et déterminer la nature de la série de terme général wu,,.

Exercice 52 [o1098 ] [Correction]
Soit (uy,) la suite définie par ug > 0 et pour tout n € N,

Un41 = vV1+u,

Montrer que (u,) converge vers un réel £.
Quelle est la nature de la série de terme général u,, — £7

Exercice 53 [01099 | [Correction]
Soient ug € ]0;7/2[ et u,41 = sinu, pour tout n € N.

(a) Montrer que u,, — 07.
(b) Exploiter u,41 — u, pour montrer que - u? converge.

(c) Exploiter Inu,+; — Inu, pour montrer que Y. ., u? diverge.

Application & I’étude de suites

Exercice 54 [o1070] [Correction]
Calculer la limite de

SR LR
tn = 2 n n+l n+2 n?

Exercice 55 [ 02809 ] [Correction]

On pose
S NI S
1 ny2 3n

(a) Montrer que la suite (a,) converge et trouver sa limite A.

(b) Trouver un équivalent simple de a,, — A.
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Exercice 56 [o1072] [Correction]
Pour tout n € N, soit

(a) Déterminer un équivalent de
Inupy — Inwuy,

En déduire que w,, — 0.

(b) En s’inspirant de ce qui précéde, établir que v/nu, — C > 0 (on ne cherchera
pas expliciter la valeur de C').

Exercice 57 [o1073] [Correction]
Pour tout n € N, on pose

(2n)!
(27n!)2

Up =

(a) Déterminer un équivalent de Inu, 1 — Inwu,. En déduire que u,, — 0.

(b) Montrer que nu, — +0o. En déduire la nature de la série > uy,.

(c) On pose v, = = En observant et en sommant les égalités
(2k + 4)vg41 = (2k + 1)vg caleuler T,, = >;'_, vx, en fonction de n et vy, 41.

En déduire la valeur de
+oo

Up,
Zn+1

n=0

Exercice 58 [o107s8 ] [Correction]
Soient 0 < a < b et (u,)nen une suite strictement positive telle que pour tout
n €N,

Upt1 N +a

Up, n+b

(a) Montrer que u,, —— 0. On pourra étudier In(uy,).
n—-4oo

(b) Soient a € R et v, = n®uy,. En étudiant (v, ),>1, montrer qu’il existe A > 0

tel que
A

~Y
" n—+o00 ’n,b*a

(%

(c) On suppose b—a > 1. En écrivant
(n+ D1 — nuyp = auy, + (1 — b)upir

donner la valeur de la somme

—+o0
D> un
n=0

Exercice 59 |o1o0s80 | [Correction]
Soit (u,) une suite de réels strictement positifs telle que

n 1
uH:l—i—Z—i—O(nz), avec a € R

Uy,
(a) Pour quel(s) S € Ry a-t-il convergence de la série de terme général

(n+ 1)Bun+1
nBuy,

2

v, = In

(b) En déduire qu'il existe A € R* pour lequel

Uy, ~ An®

Exercice 60 [o1079 ] [Correction]
Pour @ € R\ Z™*, on considére (uy)n>1 définie par

up =1et upp1 = 1+ a/n)u,

(a) Pour quel(s) 8 € Ry a-t-il convergence de la série de terme général

Un::hl((n_%l)ﬁu”+1) ?

nPuy,

(b) En déduire qu’il existe A € R pour lequel u,, ~ An®.

Exercice 61 [o1074 ] [Correction]
Montrer que

a une limite non nulle.
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Exercice 62 [o02784] [Correction]
Soit ug € ]0; 27| puis
Vn € N, up41 = sin (u,, /2)
(a) Montrer que (u,) tend vers 0.
(b) Montrer que lim(2"u,,) = A pour un certain A > 0.

(¢) Trouver un équivalent simple de (u, — A27™).

Exercice 63 [ 03047 ] [Correction]
Soit (uy) une suite complexe telle que pour tout p € N*, u,, — u, — 0. Peut-on
affirmer que la suite (u,) converge ?

Exercice 64 [02949 ] [Correction]
Etudier la limite quand n — +oo de
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Exercice 1 : [énoncé]

(a) wy ~ % donc par comparaison de séries & termes positifs, la série est
divergente.

n . P N oy L.
(b) wun, ~ Sw ~ e~ " donc par comparaison de séries a termes positifs, la série est

convergente.
(c) up, =0 (%) donc la série est absolument convergente.

(d) un ~ 5 donc par comparaison de séries & termes positifs, la série est
divergente.

Exercice 2 : [énoncé]

(a) u, =exp(—n?In(l + 1/n)) = exp(—n + o(n)) donc n?u, P 0 et la série
n—-+0oQo

est absolument convergente.

(b) u, > 1/n donc par comparaison de séries & termes positifs, la série est

divergente.
2 .
() nuy = 7w = €2 In(n)—In(n)In(lnn) _____+ () donc la série est absolument
(Inn) n——+oo
convergente

Exercice 3 : [énoncé]

On a
" 1
nuy, = | — =exp |— Inn| — 1
n n

donc pour n assez grand

UnZ%

et par comparaison de série a termes positifs on peut affirmer que ) u,, diverge.

Exercice 4 : [énoncé]

(14 -0 ()

et
n3/% — {n?’/QJ +n=n+0(1)~n

donc "
e—(1+4)" of1
n3/2 — |n3/2| +n N <n2)

ce qui permet de conclure & une absolue convergence.

Exercice 5 : [énoncé]
Par permutation de sommes

N N N ke
k
PIEDD
n=1 k=1n=k (n+_n
donc v N N N
1 1 N+1-k
n — k — = =
Se=dmud (1) =
n=1 k=1 n=k
et donc
N N
Zvn: up — Noy
n=1 =1

Supposons que la série Y u,, converge
Puisque ) v, est une série a termes positifs et que ses sommes partielles sont

majorée car
N N
§ UnS § ukS
n=1 k=1

+

00
Uk
k=1

la série > v, converge.
Supposons que la série Y v, converge.

On a
n n
nvuy, = E U — E Vk
k=1 k=1

donc par croissance des sommes partielles d’une série & termes positifs, la suite
(nvy,) admet une limite £ € RU {+o0}.

Si cette limite est non nulle, la série > v,, diverge ce qui est contraire a
I’hypothése initiale. On en déduit

nv, — 0

donc

N N “+o0
S =Y N 3o
k=1 n=1 n=1
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Ainsi > u, converge et

+oo +oo
Dt =) vn
n=1 n=1

Exercice 6 : [énoncé]

(a) Sia<0,ily a divergence grossiére. Si a > 0 alors n?u, — 0 et la série est
absolument convergente.

(b) Si o <1 alors u, > 1/n pour n assez grand et il y a divergence par
comparaison de séries & termes positifs.
Si @ > 1 alors pour v € ]1; [ on a nu, — 0 et il y a absolue convergence.

(c) Sia<1 alors u, > 1 et la série est grossiérement divergente.
Si @ > 1 alors nu,, = exp(2Ilnn — (Inn)*) — 0 donc la série est absolument
convergente.

Exercice 7 :
On a

[énoncé]

Inn+aln(n+1)+bln(n+2)=1+a+b)lnn+

a+2b+0<12>
n n

Il y a convergence si, et seulement si, 1 +a+b =0 et a + 2b = 0 ce qui correspond
da=—-2etb=1.

Or

a N b N c a+b+c+0<1>
V3k+1 V3k+2 V3k+3 3k VE

donc a + b+ ¢ = 0 est une condition nécessaire pour la convergence de (us,13) et
donc a fortiori pour la convergence de (u,). Inversement si cette condition est
satisfaite alors

a N b N c _0 < 1 >
V3E+1 VB3k+2 VBE+3 EVE
et donc (usn43) converge.
De plus uznt+1 = usnts +0(1) et usni2 = usnts + o(1) donc les trois suites

(usn+1), (usnt2) et (usn4s) convergent vers une méme limite, on peut donc
conclure que (u,) converge.

Exercice 9 : [énoncé]

Si |[A| =11ily a divergence grossiére dans les trois cas.

Si [A| > 1 alors u, ~ 3=, v, ~ 1 et wy, ~ 537 Les séries Y- u,, et Y wy, convergent
et > v, diverge.

Si |A| < 1 alors uy, ~ A",
tandis que »_ w,, diverge.

vp ~ A2 et w,, ~ 1. Les séries > u, et > v, convergent

Exercice 10 : [énoncé]

Dans ce cas : Pour ¢t € [0;1/n], on peut affirmer ¢t € [0;1/n] donc
N+1 N+2 1/n 1 1
Inn+aln(n+1)+bln(n + 2) Inn—2 Inn+ Inn f@E™)de—=£(0)] <= sup |f(t) — f(0)]
nzl ( ) Z Z Z 0 n T te[0;1/n)
puis Par continuité de f en 0, on peut affirmer,
N sup [f(t) = f(0)| =0
Z Inn+aln(n+1)+bln(n+2) =lnl+n2—-2In2—-2In(N+1)+In(N+1)+In(N+2) — —In2 t€[0;1/n]
=1
" et donc
1/n 1
: J(E")dt ~ = £(0)
Exercice 8 : [énoncé] 0 n
Posons u,, le terme général de la suite étudiée. Ainsi £0)
0
b c Un ™ et

fants ;\/3“1 V3k+2 | V3k+3

et Y u, converge si, et seulement si, o > 0.
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Exercice 11 : [énoncé] (b) Pour o = —x/2,
1 1 " 1 1 1 1
Up = (lnaJro(W)) = exp <n“—1 +O<na_1>) In(upt+1) — In(uy,) — aln <1+n> =0 <n2)
Si @ > 1 alors (u,) ne tend pas vers zéro et »_ u,, est grossiérement divergente. donc il y a convergence de

Si a €]0;1[ alors n?u,, — 0 et > u, est convergente.

> In(uni1) — In(u,) — aln (1 N 711>

Exercice 12 : [énoncé]
() up > 0 et (¢) Puisque

Inu, = Zln (1—|— a4
k=1

S% a=1alorsu, =1—1,. la suite de terme général In ~= converge puis -2 — A avec A > 0.
Sia > 1 alors

1 1 Un41 Un,
) In(upt1) — In(uy) — aln (1 + n) =In ﬁ —In v

-1 a—1 (d) Par comparaison de séries & termes positifs, | u,, converge si, et seulement si,
In 2 L a<-—lie x>2.

donc Inu,, — +oo puis u, — +0oo.

Sia < 1 alors Inu,, -+ —o0 et donc u,, — 0. .
Exercice 14 : [énoncé]

(b) 21 @z %)%lly aldlvergence grossicre de la série. Supposons la convergence de la série > u,,.
i a €]0;1] alors " Pour tout n € N
Inu, ~ (a—1)lnn ont1 too
h=1 Zﬂk—z (ugk + k1) = Zukﬁzuk
et donc k=0 k=0 k=0

In(ku,) =Ink+ (a—1)Ink+o(lnk) ~alnk — +o0 . . . .
(kun) ( ) (Ink) Puisque ) v, est une série a termes positifs dont les sommes partielles sont

Ainsi ku,, — 400 et & partir d’un certain rang w,, > 1/k. majorées, celle-ci converge.
La série de terme général u,, s’avére divergente Supposons la convergence de la série > v,. Pour tout n € N
n [n/2] +o00
Exercice 13 : [énoncé] Zu Z Z
k=0 k=0 k=0
(2) . . . .
In Inu 1x Puisque ) u,, est une série a termes positifs dont les sommes partielles sont
ntl T " 2n majorées, celle-ci converge. En substance, on observe aussi

avec x > 0 donc

n +oo +oo
Zlnukﬂ —Inup - —o0 g Up = Zvn
k=1 n=0 n=0

puis u, — 0.
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Exercice 15 : [énoncé]
On exploite les comparaisons

1
max (U, Vn) < Up + Uy V/Un Uy < §(un + vp)

(obtenue par 2ab < (a? + b?))
et

UnUn Un
Up + Up Up, + Un
Par comparaison de série a termes positifs on peut alors conclure.

Uy < Upy

Exercice 16 : [énoncé]
Puisque 2ab < aZ+b%on a

1
vV UnpUn+1 S §(un + un+1)

or Y u, et > u,t+1 convergent donc, par comparaison de séries a termes positifs,

> UnlUnt1 CONVErge.

Exercice 17 : [énoncé]
On a immédiatement (i) = (ii) par comparaison de série & termes positifs
sachant

1
kY4 ananJrl S 5 (an + anJrl)

La réciproque est fausse, il suffit pour I’observe de considérer la suite a donnée par

1
a2p = 1let a2p4+1 = ]?

Exercice 18 : [énoncé]

(a) Si > wu, converge alors u,, — 0 et v, ~ u, donc Y v, converge par
équivalence de série & termes positifs. Si Y v, converge alors v, — 0 et
aisément u,, — 0 donc v,, ~ u, et on conclut comme ci-dessus.

(b) Si Y u, converge et est de somme S alors v, ~ u,/S et on peut conclure.
Si Y uy, diverge alors

N
Zln(lfvn):ln$%foo
r u1+.+un

Si v, = 0, In(1 — v,) ~ —v, donc > v, diverge car les séries sont de signe
constant.
Si vy, /A0, Y v, diverge grossiérement.

Exercice 19 : [énoncé]
Supposons la série " v,, convergente. On a v, — 0% donc 1 + nu,, — +00 et on

en déduit 1

n2u,

Uy, ~
puis

1

VUpUpy ~ —

n

Par comparaison de séries a termes positifs, il y a divergence de la série > \/ty,Up,.
Or, par l'inégalité de Cauchy-Schwarz

n 2 n n n +oo
E Vurvg | < E unE v < unE Vg
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

On en déduit la divergence de la série Y uy,.

Exercice 20 : [énoncé]
Pour n > 2, on observe

1
a;’l/" <2a, < a, > on

et donc ) )
1-1/n - -
a,, < max(2ay,, (Qn)kl/n) <2 (an + 2n>

Par comparaison de séries & termes positifs, on peut conclure & la convergence de
1-1/n
an .

Exercice 21 : [énoncé]
La série de terme général u,, est convergente.
En effet, puisque ) a,, converge, a,, — 0 et donc il existe un rangN € N tel que

VYn > N,a, <1
En posant M = agay ...an_1, on peut écrire pour tout n > N
0<u, <Mayn...an_10, < Ma,

Par comparaison de série a termes positifs, on obtient la convergence voulue.
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Exercice 22 : [énoncé] Par décomposition en éléments simples
Posons v, = >__, up — nu,. On a 1 1 1 N 9 9
2+ 12 k2 2 T
Upal — U = Nty — Ups1) >0 k2(k+1) k (k+1) k+1 k
. . . . . dOnC
La suite (v,,) est croissante et majorée donc convergente. Posons /¢ sa limite.
On a N N+1 N+1 4 N 4 2
1 ——1+4+2 - =2 - — — =3
Up — Upt1 = — (Ung1 — Un) Z k +1)2 Z k2 Z P k kz_l k No+oo 3
n = = —
donc
400 +o0 o0 . . .
1 1 Exercice 25 : [énoncé]
5 (=) = 3 k=) € 23 (e~ 00
k=n k=n k=n 400 1 400 1 +00 1
n
ce qui donne Z oy :Z(n—l)!+zﬁ_2e
< 1 (Z ) n=0 n=1 n=0
tn = n Un D’autre part
inalemen Uy converge. = = — - =
& — n! o n! o (n—2)! — (n—1)! = On'
Exercice 23 : [énoncé] Exercice 26 : [énoncé]
1 1 L’absolue convergence de la série est assurée par ’équivalent
n(n+1)(n+2) nd z" ~ " avec |a|<1
, . (1 —am)(1 —antl) notoo
donc la série converge
Par décomposition en éléments simples On a
1 121 1/2 (1_x)+§ z" _*f an — gt
nn+1)(n+2) n n+l n+2 (=) —artl) = (1—a™)(1 -2t
. \ . +oo
puis aprés télescopage _ Z ( 1 - 1 >
+§ 1 1 — (1—an) (1 —antl)
n=1 n(n+1)(n+2) 4 Par télescopage,
XN: ( 1 1 ) ! 1 1
Exercice 24 : [énoncé] —\(1—am) (1—anth) 1—2 1—2N+tl Nojoo 1—x
On a )
1 1 On obtient donc .
k‘Q(k/’ + 1)2 k4 Z ZZ?n N X
— pn _ pentl) T _ 2
donc la série converge. n=1 (L—am)(@—amtt) - (1-2)
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Exercice 27 : [énoncé]

On a
1 1 1

At (mtm) n@mtD...ntm-1) (m+l).. (ntm)
Apreés télescopage

N

my 1 - - :
nzln(n—i—l)...(n—l—m)_m! (N+1)...(N+m)
donc, sachant m > 1,
N
1 1
:Sm
m; nn+1)...(n+m) Notoo m.m!

Exercice 28 : [énoncé]

(a) a, existe car, par croissances comparées,

5 mP npPt?
n"XxX — =
on an n—+o00

Par glissement d’indice

+oo
(n+1P 1 p P
ap:z ontl 9 ap + 1 ap—1 + -+ D ao

n=0
ap = (?)ap_l + -+ (i)ao

(b) Par un récurrence aisée a, € N pour tout p € N.

donc

Exercice 29 : [énoncé]

(a) Via télescopage, on obtient pour tout n > N

un
0<u, <—u,
UN

donc uy, = O(vy,).

(b) Soit 1 < B < a et vy, = .

v"+1: ! :1_é+ol
w ey

A partir d’un certain rang
un+1 < UnJrl

Un Un

donc u, = O(v,) or Y v, converge absolument donc ) u,, aussi.

(¢) Pour n assez grand

Unt1 o ¢ L 1/(n+1)
Uy n+1 1/n

donc .
n = 0O (uy)

Puisque la série Y 1/n est divergente, un argument de comparaison de séries
a termes positifs permet de conclure que > u, est aussi divergente.

Exercice 30 : [énoncé]

(a) Le rapport < tend vers 1 donc la suite (u,) est de signe constant a partir
d’un certain rang; quitte & passer a 'opposé on peut supposer u, > 0 pour n
assez grand.

Posons
wyp = In((n 4 1) upy1) — In(ntuy,)

wn:)\ln<1+1>+ln(1—)\+vn>
n n

est le terme général d’une série absolument convergente. Par conséquent la
suite (In(n*u,)) converge et donc (ntu,,) aussi.

On a

(b) Posons u,, = % On a

%“—1—1+0<1>

Up, 2n n?
En reprenant P’étude qui précéde on peut affirmer que n'/2u,, — ¢ > 0 donc

> u, diverge.
Ce résultat peut étre confirmé par la formule de Stirling.
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Exercice 31 : [énoncé] Or
n dt
(a) / =InS, —InS; - +©
Ungr _ 3o+l 2 1 2! st
= = — - — [ fo) —
Up 3(n+1) 3n+1 3n n car S, — +00 donc par comparaisony | g**— diverge.
et Puisque
Un41 1 3 1 Un, _ Unp, _ 1
= =1- — — = Un
Un o (141/n)/* in ° (n) Sp—1 - Sp—un T l-wp
donc pour n assez grand, Si v, />0 alors v, diverge.
Untl o Untl Si v,, — 0 alors v,, ~ S“il diverge.
Un — Un Finalement > u, et ) v, ont la méme nature.

(b) La suite de terme général ¥~ est positive et croissante a partir d’'un certain
rang donc il existe a > 0 et "N €N tel que pour tout n > N, u,, > av,. Or
> vy, diverge donc > u, aussi.

Exercice 32 : [énoncé]
Puisque la suite (S,,) est croissante

U
<t

et donc v, — 0. On en tire

n~In(l+wv,) =1In SZ,H =In(Sp41) —

In(S,)

La série Y u, converge si, et seulement si, la suite In(S,,) converge et donc si, et
seulement si, la série télescopique Y (In S, 11 —InS,) converge. Par équivalence

de série & termes positifs, cela équivaut a affirmer la convergence de la série > v,,.

Exercice 33 : [énoncé]
Si )" uy, converge alors en notant S sa somme (strictement positive),
et donc Y v, converge.

Up ~ Up /S

Supposons désormais que Y u, diverge et montrons qu’il en est de méme de Y v,,.

Par la décroissante de ¢t — 1/t, on a

Snfl _ Unp,

/Sn dt _ Sn—
S t - Sn—l N S’n—l

n—1
s b7 i Sk

En sommant ces inégalités

Exercice 34 : [énoncé]
un = Rp—1 — Ry, et la décroissance de t — 1/¢,

/" tdt _ Rooi—Re _up
R 7= R, R,

On a "
n—1
/ it InR,_.1—1InR,

PN .. Rp_1 dt 3. .
donc la série & termes positifs . || R, T diverge car In R,, — —oo puisque
R, — 0.

Par comparaison de séries & termes positifs, > u, /R, diverge.

U, Unp, U, 1

Rn - Rnf - Rnfl 1- un/Rnfl
Siu,/Rp—1 /~0 alors > w,/R,_1 diverge.
Si u,/Rp—1 — 0 alors R’:’il ~ }‘Tn et donc Y u,/R,_1 diverge encore.
Dans tous les cas, > u,/R,—

1~ Un

1 diverge.

Exercice 35 : [énoncé]

(a) Puisque la série Y a,, converge, on peut introduire sa somme
+oo
{= E an
n=0

Les termes sommeés étant strictement positifs, on a £ > 0 et .S,, — ¢ donne
alors S,, ~ /.
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On en déduit
an, (075

—_— A~ —

Sh 4

La série »_ a, converge, donc Y a, /¢ converge aussi et par équivalence de

séries & termes positifs, on peut conclure a la convergence de la série
Z an/ S

Comme les termes sont positifs, on a S,, > S,,_1 et donc

Qp, Sn — Sn—l 1

1
57727, - Snsnfl B Snfl ; Sin

La série & termes positifs > a,, étant supposée divergente, la suite (S,,) tend

vers +oo et donc 1/5, — 0.
La nature de la série > u,, — u,—1 étant celle de la suite (u,), on peut
affirmer la convergence de la série

1 1
ZSn—l _Sin

puis celle de " a,/S? par comparaison de séries & termes positifs.

On peut écrire

‘L” _ Sn - Snfl Snfl

Sn B Sn S”
Si (Sp—1/Sn) ne tend pas vers 1, la série étudiée diverge grossiérement.
Si (Sp—1/Sn) tend vers 1 alors

et donc a
2 ~InS,—InS, 1
n
La suite (In S,,) diverge, donc la série > InS,, —In S, _; diverge aussi et,
enfin, 3" a, /S, diverge par argument de comparaison de séries a termes
positifs.

Exercice 36 : [énoncé]
Posons

Par la décroissance de la suite (u,,), on a

2n 2n
Son = Sn =D kup> D n%uzs =n"ug, >0
k=n-+1

Puisque la suite (S,,) converge,
Puisque

0< (2n+ 1) Mugpsy <

SQn -

k=n+1

S, — 0 et on en déduit (2n)** tus, — 0.

(2n 4 1)o+!

a—+1
(2n)ati (2n)* " uzn

on a aussi (2n + 1)**luy, 11 — 0 et on peut donc conclure n®*tu, — 0.

Exercice 37 : [énoncé]

On a

(

zlnz

1 )llnx—i—l

(zlnx)?

La fonction x — 1/xInz est décroissante sur |1;+o0l.

On en déduit

N

n=2

Exercice 38 : [énoncé]

1 N+ gt
>
nlnn 9 tint

=Inln(N+1)—Inln2 - 400

Notons que les termes sommés sont positifs.
La fonction x — aV® est décroissante donc

av’" < / aV® dz
n—1

puis
n

k=0

or f0+°o ua® du est définie donc

Y a

n>0

n NG
Za‘/ggl—i—/ aﬁdx:1+2/ ua® du
0 0

ﬁ<+oo

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement -

dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 9 mai 2017 Corrections

Exercice 39 : [énoncé] donc
Puisque z x% est décroissante /"‘*‘1 dt < 1 < /” dt
9 tint k:lnk* 1 tlnt
Feo dz oo da
/ Z — <1+ / — puis on conclut via
1 x
donc At In(Int) + C** — +o0
1 1 tint
oo Scl@) 14—
Par suite (o —1)¢(a) a1+ L. Exercice 41 : [énonce]
Notons que ;55> ~ -7 donc Zn | nrya existe.
La fonction z — 5> est décroissante sur [0; 400 donc par comparaison
Exercice 40 : [énoncé] série-intégrale
(a) Par croissance de la fonction /- N+l N a N,
kil \/1 x2+a2dzgzln2+a2 /0 x2+a2d1’
" Vi< Vi< Vitdt "
k-1 puis sachant
donc /L = arctan — + O
n n n+1 x? + a? a
/ Vidt <Y Vi < / Vidt :
o Pt 1 on obtient
. 1 1 a N
et on conclut aisément. arctan — arctan o < Z 2t < arctan s

(b) On a
Quand N — 400,

Inn! = Zlnk
k=1

et, par croissance de la fonction In,,

T a T
— —arctan — < < —
2 a_nz_:an—i—a?_Q

Par le théoréme des gendarmes,

k k+1
/ lntdtglnkjg/ Intdt +00
k-1 K lim a@ __T
a—+00 n2 + a2 2
donc =1
n n+1
/ lntdtglnn!g/ Intdt
. ! ! Exercice 42 : [énoncé]
puis on peut conclure. On a
(c) Par décroissance de la fonction z — 1/zInx sur [1/e;+o00], A —at b(n2—|— 1) B, Zln o+ bl)

R At o1 oot
. tlnt — klnk — J,_, tint Posons f(t) = In(a + bt) fonction croissante.
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A T’aide d’une comparaison série-intégrale
n

> f(k) =nln(a+bn) — n+o(n)

k=1
donc B )
n a—+ on
In— =B, —InA,=In| —— | -1 1)—>n2-1
nAn n n n a+bn/2> +o(1) n
puis
B, N 2
A, e
Exercice 43 : [énoncé]
Par comparaison série intégral,
Z In?k ~ n(Inn)?
k=2
donc
n® 1

T Wk wen)?

Par référence aux séries de Bertrand,  w, converge si, et seulement si, o < 0.

Exercice 44 : [énoncé]
Introduisons la somme partielle

N an
S =
N Z n3
n=1
On remarque que pour n € {101’_1, ceo, 10P — 1} onaa,=2p

En regroupant pertinemment les termes sommés
q 10P—1 q 10P—1

q
a P
xrn T
_ _ had— P
S =3 D =D D =D we
p=1

p=1n=10r-1 p=1n=10r-1

Puisque la fonction ¢ — 1/t est décroissante, on a la comparaison
107 —1

10P 10P -1
dt 1 dt
— < u, = E — <
/1010*1 2= n3 _/1

42
n=10p—1 or-1-1 b

Apres calculs, on obtient
99 1

2 1007

upw

Casz >0

La série ) u,a? converge si, et seulement si, z < 100.

Puisque la série Y 2% /n3 est a termes positifs, sa convergence équivaut a la
convergence d’une suite extraite de sommes partielles et donc > 2% /n® converge
si, et seulement si, x < 100.

Cas z < 0.

Pour x € |—100;0], il y a absolue convergence de la série en vertu de ’étude qui
précéde.

Pour x < —100, on peut écrire x = —y avec y > 100, on a alors

q

S1pa—1 = Z (=1)uqy*

p=1

avec (uqy?) qui ne tend pas vers zéro.
Il y a alors divergence d’une suite extraite de sommes partielles et donc divergence
de la série Y x% /n3.

Exercice 45 : [énoncé]

: 1 1 1
Sia< llalors no T — 400 donc.pour n as§ez grand o 2 Par
comparaison de séries & termes positifs, la série diverge
Si o > 1 alors considérons 3 € ]1;a[. On a n” —1— — 0 donc la série est
absolument convergente.

Si o = 1 alors exploitons la décroissance de la fonction & — —— sur ]1; +oo|.

Pour k£ > 2,
1 /’f+1 dt
> _
kElnk = J,  tint
donc
1 g 11
> —— =[In(nt)])"" ——
Hklnk—/2 fing — mnth T ooy e

Par suite, la série étudiée diverge.

Exercice 46 : [énoncé]
Si a < 0 alors a partir d’un certain rang u,, > 1/n et la série diverge.
Si a > 0 alors la fonction = — 1/z(Inz)® est décroissante sur |1;+oc0].
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/n+1 dt <u </n dt
n t(lnt)e "= )1 t(Int)e

donc N
N+1 o gy N g
< Up <
/3 t(lnt)> — ; " —/2 t(lnt)>
puis
InN+1 g, N N q.
/ = < Up < / s
In3 u n=3 In2 U

et on peut conclure qu’il y a convergence si, et seulement si, o > 1.

Exercice 47 : [énoncé]
Par comparaison série intégrale :
Sia>0,u,~ 7?;;11 est terme général d’une série absolument convergente.

Si—1<a<0,u, ~ Tf‘atll n’est pas le terme général d’une série convergente.

Sia=-1, u, ~ lnln n’est pas le terme général d’une série convergente.
Sia< -1, u, /0 et donc > u, est grossiérement divergente.

Exercice 48 : [énoncé]
Selon que a < 0 ou & > 0, on encadre 1/k* en exploitant la monotonie de
x— 1/x%.
Sachant que
de 1 11—« te
—=——¢t" 4 % —— +o0
t> 1—« t—-+oo

on obtient

Exercice 49 : [énoncé]
Puisque la fonction x — x% est décroissante

donc

d’ou ’on obtient

Exercice 50 : [enonce]
La convergence de Zk o k, s’obtient entre autre par le critére d’Alembert puisque

1/(k + 1)!
b

1

= 0<1
k—|—1 k——+o0

On peut alors majorer le reste de la série en prenant appui sur une somime
géométrique

=1 S RN U 11
W _Hk!_n! n+1 (n+1)2 S nln+11—-1/n+1  nn!

Notons que raisonner par récurrence ne marche pas.

Exercice 51 : [énoncé]

La fonction x +— 1 — cosx — x est négative sur [0;4oo[ et ne s’annule qu’en 0. Par
conséquent, la suite (u,,) est décroissante, or elle est clairement minorée par 0
donc elle converge. Sa limite annulant la précédente fonction ne peut étre qu’étre

0. Puisque
2 Un

Up4+1 = 28in 5

on a
1 2
Un+1 S Uy,

Par suite u, = O (1/2™) et donc la série Y u, converge.

Exercice 52 : [énoncé]
Par étude de point fixe de la relation de récurrence, la valeur

0= (1+V5)/2

est la seule limite possible de la suite (u,) qui est clairement & termes positifs.

e, — £ 1
VItu, +vV1+0 2

donc u, = O(1/2™) et ainsi la série converge.

[Unt1 — €] = |, — £
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Exercice 53 : [énoncé]
(a) Aisément la suite est strictement positive, décroissante et de limite
¢ € ]0;m/2] vérifiant sin ¢ = ¢.

(b) wpt1 — uy, est le terme général d’une série télescopique convergente. Or
Upt1 — Up ~ —%uf’l donc par équivalence de suite de signe constant, on
conclut.

(¢) Inupq1 — Inu, est le terme général d’une série télescopique divergente. Or

Inuptr —Inu, ~1In ( - %u%) ~ —% 2 donc par équivalence de suite de signe

constant, on conclut.

Exercice 54 : [énoncé]
Posons

1 1
Hn:1+§+-~-+ﬁ:lnn+7+0(1)

On observe

Up = 2H, — H,» =2(Inn+~ +0o(1)) —In(n?) —y +o(1) =~

Exercice 55 : [énoncé]
(a) On sait

=1In(n) +v+o(1)

ol

Hy, =Y
k=1
donc
an = Hsp — H, — In(3) = A
(b) Si on sait

1 1
Hn—ln(n)+’y+2n+o<n>

les choses vont assez vites. .. mais sans doute ’examinateur souhaitera la
démonstration de ce résultat.
3n n 3n
1 1 1 1 k-1
B () Fon) 0P

avec

> ln<k1)ln3

w ‘

donc

Or > 7 +1In (1 — 1) est absolument convergente car

1 1 1
k+ln(1_k>N_W

donc a, — A = R, — R3, avec
“+oo
1 1
Ry= > k+1n<1—k>
k=n-+1

Or par sommation d’équivalent sur des restes de séries convergentes a termes
de signe constant,

" *f 11
" 2k2 2n
k=n+1

(le dernier équivalent s’obtenant, soit par comparaison série intégrale, soit par

=~ ﬁ et sommation télescopique).

Au final

Exercice 56 : [énoncé]

(a) On a

Up+1 2n+1 1 1
Hlnat = Wt = e = S 10 n( M+ 2 om

La série > Inuy,y; — Inw, tend vers —oo donc Inu,, - —oo puis u,, — 0.
(b) Posons v, = v/nu,.

Inv,y1 —Inv, = 1ln (1 + 1) +Inupy; —Inu, =0 <1>
2 n n?
La série Y Inv,41 — Inw, converge et donc la suite Inv,, aussi.
En posant ¢ sa limite, on obtient \/nu, — C avec C' = e’ > 0.
Notons qu’évidemment, on aurait aussi pu résoudre cet exercice a ’aide de la
formule de Stirling.
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Exercice 57 : [énoncé]

(a) mupps —Inw, =In e =In 20 =1n (1 - ﬁ) ~ —5-. La série
> Inuyy1 — Inu, tend vers —oo donc Inw,, — —oo puis u, — 0.

(b) In(n + 1up41 — Innu, =In (222) ~ - La série Z\ln(n + Dupy1 — lnnu,
tend vers +oo donc Innu, — +oo puis nu,, — +oo. A partir d’'un certain
rang nu, > 1 donc Y u, diverge.

(¢) (2k+4)vgy1 = 2upy1 = %uk = (2k + 1)vy, en sommant pour k € {0,...,n}

et en simplifiant, on obtient : T,, = 2 — (2n + 6)v,4+1 donc T;, — 2.

Exercice 58 : [énoncé]

(a)

lnun+1—lnunzln(1+a_b> Na—b
n n

est le terme général d’une série divergeant vers —oo. Par suite Inu,, = —oo et
donc u,, — 0.

(b)
at+a—>

1
=tio()

donc pour a = b — a, la série des Inv,,+1 — Inwv,, converge. Par suite v,
converge vers un réel A > 0 et alors

1 —b
lnvnﬂ—lnvn:aln(l—i—)—i—ln(l—i—a ):
n n

(c) On a
(b—a—1Du, = (1 =0)(unt1 — un) — (0 + Dupy1 — nuy,)

donc par télescopage

+OOU 7[)_1 U
§ n — 0
fpard b—a-—1

Exercice 59 : [énoncé]

(a)
WH%_HMW(l)
n

nPu,

donc
1
Up = ath +0 (2)
n n
> v, converge si, et seulement si, § = —a.
(b)
n—1 “+o00
Z v =In(n™%u,) = £ = ka eR
k=0 k=0

donc n=%u,, — e puis u, ~ An® avec A = e’ > 0.

Exercice 60 : [énoncé]
Notons que les termes de la suite (u,) sont tous non nuls car —a ¢ N*.

(a) ("Hgﬂ =1+ O‘T""B + 0 (=) donc v, = aT+ﬁ 4+ 0 (:5). 3 vy converge si, et

nBu, . n?
seulement si, § = —a.
(b) Ek;é v = In(n™%u,) = £ = Zz:o% vi € R donc n=%u,, — ¢’ puis u,, ~ An®
avec A =ef > 0.

Exercice 61 : [énoncé]
Apres calculs
I,y — Inu, = O(1/n?)

donc la suite (Inw,) converge et on peut conclure.
On peut aussi faire le lien avec la formule de Stirling. ..

Exercice 62 : [énoncé]

(a) Par récurrence 0 < u,, < ug/2".
(b)

i 9 1 2
(2", 1) — In(2"u,) = In (%) ~—c (%)
est terme général d’une série convergente donc la suite (In(2"u,,)) converge et
finalement (2"u,,) converge vers un réel A strictement positif.

(c)

—+oo
Up — A2 =277y (2P, — 25 )

k=n
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Or

2k+1 (uk)‘3 A3
6 2 24.22k

Par comparaison de restes de séries convergentes a termes positifs,

2kuk — 2k+1uk+1 ~

3 to© 3
un—AZ_”NQ_"A— i:Ai
24 = 22k 18.2—3n

Exercice 63 : [énoncé]
Non, en effet considérons

"1
=D klnk
k=2

Pour tout p € N*, on a uyp — up = Zin+1 kl}lk
On en déduit 1 1 1
np — (n -
0 < tnp —up < p-(ntl)+ =% —0
nlnn Inn

alors que

" >zn:/k+ldt—/n+1C“—[1n(1nt)]"+1—>+oo
"—k=2 ., tlnt ), tlnt 2

Exercice 64 : [énoncé]

On peut écrire
n n n—1 n n
k k
S(5) =X (-5) = Xme
k=1 k=0
—k
avec ug(n) —oe

On peut alors présumer

"R\ = 1 e
i -k _ -
S () mm i e

k=1

Il ne reste plus qu’a I’établir. . .
Puisque In(1 4 ) < z pour tout > —1, on a

(1 _ fl)n — exp (nIn(1 — k/n)) < "

et donc on a déja
Z": (k)” o1
= \n) ~1- 1/e
De plus, pour N € N, on a pour tout n > N
n k n N-1 k n N-1

i > _ —k
() =X (-8 o X
k=1 k=0 k=0
Pour € > 0, il existe N € N tel que

N-1
e F >
k=0

—€
e—1

et pour ce N fixé, il existe N’ € N tel que pour n > N’,
n k n N-—-1 kj n N-—-1
2y > 1—=] > -k _
S (5) =X (1-7) =X et
k=1 n=0 k=0

On a alors pour tout n > N’

n k n
S(5) 2t
1 n e —

On peut donc conclure
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