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Partie I
1.(a) Pour n e N*,ona {n|X} = |J [X =kn] , les événements ([X = kn])ren~ sont deux & deux disjoints , donc
keEN*
—+o00
P(n|X) = ) P(X=kn)
k=1
1 &
() 2= ey
_
= —

(b) Soit (), <;<, une famille finie. Les p; sont des nombres premiers distincts , ce qui donne

ﬂ {ppr|1X} = {HkaX}

k=1

donc

P(}Q1 {pe"1X}) = glﬁ )
117

{pe"1X})
ce qui prouve 'indépendance des événements ({p;"|X}), ., <, -

Nous avons donc I'indépendance de toute sous famille finie événements de ({pp*|X}) ce qui prouve 'indépen-

dance des événements ({p;* |X})k21 .

E>10

2. (a) Les événements ({pk\X})k sont mutuellement indépendants car les événements ({px|X}),~,le sont , soit r > 1 :
>1 2

p<m{p|X}> - P(ﬁ{mX}>

=1 i=1

[1Ppt X))

T

= [Ta-r7).

i=1
(b) Posons A, = ﬂ {pi t X} . Les A, forment une suite décroissante d’événements , le théoréme de la limite monotone
=1
des probablhtes donne
P(() A = dim  P(4,)

= lim (1 —p,;s)

n—-+oo



+oo +oo +o0
Comme (| Ar = () {pitX}alors A, =[X=1]et P() 4) = ﬁ ce qui donne
r=1 i=1 r=1 =1

3. (a) Soit k € N*, la variable aléatoire v,, (X) + 1 prend ses valeurs dans N*. Pour i € N* on a :

p, (X) +1=1i] = [ J [X =np} "]

n>1
Prin

donc

P (X)+1=i) = Y P(X=np ")
n>1
prin

1 1
= 72;

C(s)p;(f*l)s n>1

prin
1 = 1
- C(S)p;(j_l)s (C(s) — 2—21 (mpk)S)

Done (v, (X) +1) ~G(1 = pr~7)
(b) Posons Y; = v, (X). Montrons le résultat par récurrencesur r € N* .

C’est vrai pour r =1 :
P(lenl):P(Y1>TLl)—P(Y127114—1)

Supposons le pour r : Soit, k1 < -+ < k, dans N* et (ny,...,n,) € N, on a pour toute probabilité P définie sur
(Q,A) :
T
P(Yi=ny,..Y, =n,) =Y (-1)* > P(Yi=n+e1,,...,Y, =0, +¢,)
£=0 (e1,...,er)€{0,1}"
e1+...+e-=4
Soit, ky < -+ < kyy1 dans N* et (ny,...,n,41) € N1 Ecrivons

PYi=n1,..Yrri=n41)=PY1=n1,..Y, =0, Y1 20 1) = P(Yi=n1,.., Y, =0, Yoy > 000 +1)
par la formule de probabilité conditionnelle

PYi=n1,..Yr =np,Yog1 2 np41) = P (Yo 2 n041) Py, 50,00 (Y1 =1, Y = ng)

la relation est triviale si P (Y;41 > n,41) = 0. L’hypothese de récurrence appliquée a Py, . >y, ,,] qui est une
probabilité sur (€2,.4) donne
T
P[Yr+127lr+1] (Y1 :nl,..,YT:nT) :Z(—l)é Z P[Yr+12"r+1] (Y1 >ni+¢€1,,...,Y, >nr+5r)
=0 (e1,...,er)€{0,1}"
e1+...+e-=4
de méme on obtient
T
Py,piznansy Vi =mn1,., Y, =n,) = > (=1)° > Py, onpry Y1 2 n ter,,. Y 20 +er)
£=0 (e1,...,6)€{0,1}"
e1t...+e =L



ce qui donne

P(Y1=mn1,..Yr 1 =npq1) =

> (=1 2 P(Yei1 2 1041) Py, om0 Y1 201461y, Yo 200+ 6p)
£=0 (e1,..,6r)€{0,1}7
e1+...+e,-=4
—Z(—l)e Z P(K«+1>HT+1+1)P[ Y1 >n0g1+1] (Y s +€17,...,Yr2n7~+5r)
£=0 (e1,.,6r)€{0,1}7
e1+...+e,.=4

qui s’écrit

P(}/l =Ny, ..,Yr+1 = TLT+1) =

r
DY PMizmiten,. Y 2n e, Yo 2 n04)
£=0 (e1,...,)€{0,1}"
e1+...+e.=4
r
_Z(_l)[ Z P(Yl>n1+81,,...,Y7.>n,.+57.,Y7.+1Zn,.+1—|—1)
£=0 (e1,...,er)€{0,1}"
e1+...+er=L
finalement
P(Yi=mn1,..Yr41 =np41) =
r—+1
Z(,l)f Z P(Yl Zny +‘C:137"~7Y;"—i-1 an+1+€r+1)
£=0 (€15ererg1)€{0,137H1

e1+...terp1=L

ce qui donne le résultat pour r + 1. Ainsi la proposition est vraie pour tout r > 0.

(¢) Remarquons que

P (Vpkl (X) >ny+e1, ..., Vpy,. (X) >n, + 57") - p (HPZ:JFEL

X).

Par suite
- 1
P(Vpkl(X):nl,...,upkr(X)zn,«) = Z(—l)e Z E—
£=0 (e1,...,er)€{0,1}" H Dy, nite)
e1t...+er=L
Z (_1)51"1‘ +57‘
(e1,0er)€{0,1}7 H p(nr‘rab)s
_ H 11
i pzz S pg;ri-l) s
= HP (Vpki (X)= nz)
i=1
On en déduit que les variables aléatoires vy, (X), ..., v, (X),... sont mutuellement indépendantes .

4. (a) Remarquons que x4(4n+1) =1 et x4(4n + 3) = —1 donc

rin)= Y xaldetrs(n)=— Y xa(d)

d|n,d=1[4] d|n,d=3[4]

=Y xa(@)

d|n

par suite



Comme m et n sont premiers entre eux, les diviseurs de nm sont exactement les d = dyds avec di|n et da|m , ce qui

donne
glnm) = > xa(dids)

di|n, d2|m

x4 est multiplicative donc

glmn) = > xa(di)xa(do)

d1|n, dg‘m
= > xald) Y xalds)
di|n da|m
= g(m).g(n)
On faite g est dite multiplicative car on a g(nm) = g(n)g(m) si n Am =1 et x4 est dite totalement multiplicative
car x4(nm) = xa(n)xa(m) pour tout n et m.

(b) Les diviseurs positifs de p” sont les p* avec k = 0,...,n
— Si p =2 alors les diviseurs de p™ sont pair sauf 1 et 1 = 1[4] donc g(2") = 1.

— Si p = 1[4] alors pour tout k, p¥ = 1[4], r1(p") = n + 1 et r3(p") = 0 ainsi g(p") =n + 1.

— Sip=—1[4] alors p* = 1[4] si k est pair et p* = —1[4] si k est impair.
Si n est impair alors 71 (p") = r3(p") = %1+ et g(p") = 0
Si n est pair alors r1(p") = % +1,r3(p ) 5 et g(p") =
On écrit dans ce cas g(p") = $(1 + (1))

5. On a |f(X)| < h(X) et h(X) d’espérance finie, f,,(X) est donc d’espérance finie. Le théoréme de transfert donne

X)) =D falk)P(X = k)
k=1

Posons ug(n) = fn(k)P(X = k) , ui est bornée et

sup ur(n)| < [A(R)|P(X = k)

La série > h(k)P(X = k) converge absolument car h(X) d’espérance finie ( E(h(X)) = > h(k)P(X = k) ) donc la
k>1 k=1

série ) sup,cn-
k>1

ug(n)| converge , ainsi Y uy converge normalement et uniformément sur N* . De plus

Vk € N*, ngrfoo ug(n) = f(k)P(X = k)
Le théoréme d’interversion des limites ( ou de Y et lim ) et donne

lim E(f,(X)) =Y f(k)P(X = k) = B(f(X))

n—-+o0o
k=1

6. (a) Pour d € N* posons 1,5 : N* — {0,1} avec 14(n) =1sidnet 14(n) =0sidtn .
—+oo

Onar(n)=> 1= 3" 14(n). Considérons la suite double uq (s) = La(n)
1

ne
—+oo
Pour d fixé dans N* on a |ug,(s)] < = , on a s > 1 donc la série Y |ugn(s)| converge , soit o4 = Y |ugn(s)] .
n>1 n=1
+o0
Ona o4 = kzl ﬁ = (S) donc la série dz>:1 o4 converge ce qui assure que la famille (ug(s)) est sommable pour
s> 1.
Le théoréme de sommation par paquets donne
+o0o +oo +oo o0
DD uin($) =3 D uan(s)
n=1d=1 d=1n=1



~—

+oo +o0 +oo too o0
la premiére somme vaut ». == > 14(n) = Y. r(n)n~%et la seconde vaut Y, 4= > L =((s)?, d'on
n=1 d=1 n=1 d=1 k=1

+oo

> r(n)nT =((s)? Vs > 1

n=1
On a 0 < r;(n) < r(n) donc |g(n)| < 2r(n) et |g(n)n™*| < 2r(n)n~° et par théoréme de comparaison la série
> g(n)n~* converge absolument pour s > 1

Soit & € N*, 2 admet un nombre fini de diviseurs premiers donc il existe N tel que pour tout k > N, vp, (z) = 0.
On a alors

Yn > N — 17 Hp:pk(z) = H prk(I) =2
k=1 k=1

L n
La suite ( 11 pzpk (m)) est stationnaire et converge vers x , d’ou la converge simple de (m — I1 p:”’“ (z)>

k=1 neN* h—1 neN
sur N* vers Idy-

(@)
)

n
On applique la question 5) & la suite de fonctions : f, : x — [] g(pzp’“ . Comme g est multiplicative

k=1
_ n Vpp (z) *
alors fn(z) =g II py pour tout x € N* .
k=1
n
Pour z € N* la suite (g ( 11 pzp’“(x)>> est stationnaire et converge vers g(z) donc
k=1 neN*
* : _
Vo € N*, ngrlloo fn(z) = g(x)

De plus on a |g(z)| < 2r(x), et > r(n)n—* est absolument convergente, donc

@)l <2 [T < 2r) car [T 2
k=1

k=1

La convergence de > r(n)n~* assure l'existence de F(r(X)). La question 5) donne

lim E (H g(pZ‘”’“(X))> = E(g(X))

n—-+oo
k=1

Les variables v, (X) , k € N*, sont indépendantes donc les variables g(p:pk(x)) , k € N*, le sont, donc

Le théoréme de transfert donne

E(g(pr™) = Y g(")Pp(X) =n)

Si p=1[4] alors g(p") =n+1, on a donc

Bl ) = (1-) St 1) (pl)

car Y. (n+1)z" = ﬁ si|z] < 1.

n=0



(b) Sip=3[4],ona

E(g(p»™X))) = > g@")P(p(X) =n)

(¢) Sik=1,onap =2, alors

Bl = Y g (1-5)

n=0
= -2y
n=0
=1

Si k > 2 alors py est congru & 1 ou 3 modulo 4, les formules obtenues en a) et b) s’écrivent

E(g(p" X)) = S
1 — xa(pr)py,

la formule est valable pour k£ = 1.
La question 7.b) donne

= 1
E(g(X)) = lim P ——
n—too b 1 — Xa(pr)py®

9.(a) On a ’X4(p”P(X))| < 1 donc E(x4(p*»X))) existe , le théoréme de transfert donne

E(xa@»™) = > xa@")P(vy(X) = )
n=0
—S8 - n 1
= (1-p)) xalP")—
n=0 p
IR 1 o
= (1-p7% Z X4(P)" —= (x4 est totalement multiplicative)
p
n=0
N et
1= xa(p)p—*

n
(b) Comme dans la question 7), posons f,(z) = x4 (H P (w))'
k=1
Pour un z fixé, la suite est stationnaire et f,(z) 2 Ya(@) .V, |fa(z)] <1, 1 est d’espérance finie, la question
n—-+0oo
5 ) donne

n

E(u(X) = tim_J] ECat™™)
k=1

De 9.a), on a

: vy Il (1= pi®)
EE(X4(pk ) [Tizi (1 = xalpr)py®)

Comme [[(1—p;°) — ((s)~* (dapres 2.b)), on obtient

p—) n——+00

n

1
E(xa(X)) =¢(s)7" 1i T—xalpo)py”
(xa(X)) = ¢(s) nffookzll—m(pk)p;?s



n

(¢) On a E(g9(X)) lim L___donc E

e L TG Gom (9(X)) = {(s)E(xa(X)). D’autre part

E(xa(X)) > xa(n)P(X =n)

> xa(2k+1)P(X =2k + 1)
k=0
Ce qui donne

Partie II
10. (a) Soit n € Net # € R. On a

sin((2n + 1)0) Im ((cos(0) + isin(6))*+)

= Im Z <2n]: 1) cosQ”“k(e)(isin(G))k)
k=0
“~ (2n+1 2n—2 - 1
= kZ:O <2k N 1) 2 =2k (9)(—1)* sin?*T1(0)
& 2n+1 2 n—k( 2
— sin(h) kzzo(— )k(2k+1)(1—sm (0))"* (sin(9))"

finalement N

sin((2n + 1)6) = sin(6) P, (sin® (8)) avec P,(X) =Y (~1)*
k=0

2n+1
2k + 1

(:7)0

)) pour k € {1,..,n} , donc P, admet n racines distinctes et il est

2511) pour k € {1,..,n}.

(b) On a Pn(sin2(2f£1

ainsi les racines de P, sont exactement les sin?(

La factorisation de P, s’écrit

_ X)nkak

de degré au plus égale a n ,

- k
P,(z) = a, H (a? — sin? (2711 1))
k=1
_ Pn(0) — ;
avec a, = — et P,(0) = 2n + 1, ce qui donne
L (=52 (5157))
" x
Pu(z)=@n+ 1) ] | 1- - ——
k=1 s (2n+1)
(c) Soit 6 = 5745, on asin((2n +1)0) = sin(6) P, (sin* ()) donc
02 T
T - St (2n+1>
sin(rz) = (2n + 1) sin ( ) H 1-—
1/ 5 sin” (2211)
11. (a) Soit z € R\Z et m € N tel que m > |z|. On a M It (2n—|—1)sin( T ) — ma donc
sin2(2511) n—-+oo k2 2n+1 n—-+oo
ngrfoo Umn(T) =TT H (1 - k2) .



De la question 10.c) on a ty m (2)vn,m(z) = sin(rz) . Comme z ¢ Z alors mx [] (1 - z—i) # 0 et donc
k=1

Om(x) = lim vy, (2) = sin(m) ﬁ <1 - iz>—1

n—-+oo T
k=1

(b) On a |z| < m, alors pour k € {m+1,..,n}ona

|| mm_ km T
2n+1  2n+1 2n—|—1 2

sin? (5%

:: % <1 et vym(z) <1

0<

la fonction ¢+ sin®(t) est croissante sur [0, %] , on en déduit que 0 <’
Sln

2n+1
La fonction ¢ +— sin(t) est concave sur [O, 2] donc sa courbe est au dessus de la
Par suite

corde : 2 <sin(t) Vt € [0,3].

Vt € [0, g} L 0< A2 <sin?(t) < £

T
on a 2n‘+|1 et 2nil sont dans [0, 2] pour k > m+1 > |z| donc

2
bln2(2::f_1) (271?—1)
sin (1) - (2511)2
et )
_ sin (277:11) 1 w2z -0
slnz(QSil) - 4k2 —

Pour k > m + 1 > |z|, on fait le produit des inégalités ce qui permet de minorer v, n,(z). Finalement

2
1> v m(z) > H (1—4k2)

k=m+1

7 2 2
Posons 7, m =[] (1 - %), on a

k=m+1
2 2
Tn,m = €Xp Z ln( 2 )
k=m+1

2 2 2 2 .
Comme In (1 — %) ~ 4k2 ® donc la série > In ( T ) est convergente , la suite (In(ry, m))n>m+1 converge
k——+oo -

et
2
)

k=m+1

22
1> vp(x >exp(z ln( ))
k=m-+1

s 2,2 7. . 7’ N
> In <1 — %) est le reste d’une série convergente donc il tend vers 0 quand m — +oo , le théoréeme d’enca-
k=m+1

drement donne

Ce qui donne

mll}iloo Um (LC) =1

(c) De la question 11.a), on a pour tout z € R\Z

m -1
. Sln
Jm T (1-) =

k=1




et
n 1‘2
sin(rz) = 7z lim (1 - k2>
=1

n—-+o0o

La relation est aussi valable pour x € Z.

Partie II1

12. On remarque que

(5 -0+ )

k=1
Comme § —In(1+ ) ~ 2k2 donc la série Y- (% —In(1 + £)) est convergente et (I'y(2))nen+ converge.
k—+4oco g
Ainsi (Fn)TLZl converge simplement sur RT*.
13. On a
Loz +1) . | r+1 T
= _— In(1+ —
T, () x—l—le P ];k: g T+

T =

T
= ex
z+1 P

T
= ex
z+1 P

T
= ex
r+1 P

r,(z+1)

- 'y) + Z (In(x 4+ k) —In(x + &k + 1)))
k=1

— 7) + (In(z +1) —In(z +n + 1»)

% lnn’)’) + <1n(x+1)ln(1+le)>>

E o~
M: M= I
— =
T =

n

3 1_ _ Tp(z+1) T'(z+1) o eis o
On sait que kz::I Inn —~ n_}—j_oo 0 donc o) ”jr xz,de plus e n_)—_ioo Tz Par unicité de la limite on
obtient
I'(z+1)=al(x)
14.(a) On a

+oo
1 x T
T(z) = —e® <7—1 1 f)
(x) —e T exp (; . n( +k) )

Posons f,(z) = £ —In(1+ %) , x € ]0, +ool.

- > fn converge simplement sur ]0, +oo[ (question 10).

- Pour tout n, f, est de classe C2 sur |0, +oo[ et
1 T I 1

1
n n+x :n(n+x) (@) = (n+ x)?

fu(@) =

- > f! converge simplement sur ]0, +oo.

- sup |fl(z)| = -5 donc Y f/ converge normalement sur ]0,+oocl.
2€]0,400]

“+o0
Le théoréme de dérivation des séries de fonctions donne : la fonction z + > f/(x) est de classe C? sur |0, +oo| et
n=1

+oo / +oo —+oo " +oo
(Zl fn(x)> = 21 ey (El fn(x)) = El m Ainsi T est de classe C? sur ]0, 4+o0] .
n= n= n= n=

De plus
In(T)(z) = —In(z) — vz + Z fulz
donc
" _ i — // =
(In(D))" () = — + g e Z m D)



(b) > fI' converge normalement sur |0, +oo[ et f//(x) — 0, le théoréme d’interversion de ) et lim donne

Tr—r+o0
00
" dottlim_(In(I"))"(z) = 0.
L fi@) oy 0 doh Tim (n(D))"(x) =0

15. (a) Soit z > 0,on a

S(z+1)=1In (M) =In (ﬁg;) = S(x)
done S est 1-périodique .

Posons g(z) = In(f(z)) , elle verifie g(z + 1) = Inz + g(x) et ¢ (x + 1) = — % 4+ ¢"(z) , ce qui donne pour n € N

" 1 o
g (l")*kzzom—g (z+mn)

n
comme g est convexe alors ¢”’ > 0 donc ¢"’(z) — > W > 0, ceci est valable pour tout n € N | par passage a la
k=0

limite sur n on obtient S”(z) = ¢"(z) — (In(I"))”(z) > 0 et S est convexe sur |0, +o0].

(b) S est convexe donc sa dérivée S’est croissante, S est 1-périodique donc pour tout n > 1 S(n+1) = S(n), le théoréme
de Rolle assure que S’ s’annule sur chaque intervalle [n,n + 1] donc S’ est nulle sur [1, +o00[ et S est constante sur
[1,400[, par périodicité elle est constante sur |0, 4+o00[ et S(x) = S(1). Comme

(1) = e Yexp (i (ll€ —In(1+ lb))

1 n
exp <<k_1 7~ In(n) — ’y) - ln(m)> e 1

d’ou I'(1) = 1, or f(1) = 1 donc S(1) = 0 et S(xz) = 0 Vo > O,ainsi f = I . Ce résultat est le Théoréme de
Bohr-Mollerup.

16. Soit a > 0. On considére les fonctions

_F(x—I—a) oo ga-l o o) = oo gzl
so =t | wenrw = [

——dt
14t)zta 1+ t)zta

3

On a applique le résultat de la question précédente a f.

x—1

e Montrons que F est de classe C? sur |0, +oo[.Notons g(z,t) = W

. ot : -1
— Pour tout = >0, g, : t = Fi7yera est continue sur 10, +o0], g (t) o t* et go(t) ~

Puisque a > 0 et & > 0, g, est intégrable sur |0, +oo].
— Pour tout t > 0, z — g(z,t) est de classe C? sur |0, +-o0] et :

dg o1 t d%g s t 0\’
27 1 = = 1
o = Axoee ) ¢ g T gy <n(1 —|—t)>

T b c
— Soit [b, ¢] C |0, +o00]. Pour z € [b, ], on a(l%_t) < (1%-1‘) + (1%4) par suite
dg dg dg
—Z < |=—= — =
2 @0 < [S20.0]+ [ 20| = w0

0%g

0%g
@(%t)

8%g
< |==(b,t =
- 81‘2( ’ )‘+’63€2

Les fonctions ¢ et ¢ sont continues et intégrables sur ]0, +oo].
Le théoréme de dérivation donne F € C%([b, c]) pour tout [b, c] C |0, +oo[ donc F € C%(]0, +oc[) avec

o0 t =1 o0 t el
Fl(z) = In(—)——————dt et F'(z)= 1 2 dt
(z) /0 n(1+t)(1+t)w+a et F(z) /0 n(i57) (11 t)e+a

()| = vt0)

On en déduit que f est de classe C? sur RT*.

10



I'(z+a)
T'(a)

e Montrons que In(f) est convexe , comme f(z) = F(z) et In(T") est convexe , il suffit de le prouver pour In(F')

lest.
" 12
On a In(F)" = ZEZE= | remarquons

t tarfl tzfl 1/2 tzfl 1/2 t
ln(1+t)(1+t)w+a - <(1+t)w+a> (<(1+W+G> 1n(1+t)>

I'inégalité de Cauchy-Schwartz donne
00 t tx—l 2 00 tac—l o0 tx—l 5 t
In(——)————dt| < —————dt . In dt
(/0 (1+t)(1+t)m+a ) —/0 (14 t)e+a /0 (14 t)z+a (1+t>

donc FF"” — F'? > 0 et In(F) est convexe .

_q7+00
T'(a+1 e} 1+t
e f(1)= ;(a)) fo (1+ctl§a+1 =a {( 731 }0 =1.
e On a enfin
M(z+a) [T 1
1) = — B
f(.’L' + ) (.’t + a‘) F(a) A (1 + t)x+1+a
r oo ~1 '
L(a) Jy (1+t)zte
une intégration par parties donne f(x + 1) = F(Fm(z)a) 0+°° Tt 11dt done f(x +1) =xf(x) .
. ;s . . @ _ I(z)(a)
De la question précédente on a f =T, ce qui donne Vz > 0, fo O dt = Tata)
17. Soit = €]0, 1], on prend a = 1 — x, la question précédente donne
oo t:v—l
dt =T(z)I'(1 — ra=1
| g a-r@ra-a @ -
Onal(z)I'(1-—=) lim T, (z)l,(1—z) et
n—-+o0o
e n zk_ 6(1 z)k !
Fn I'n(1— =
(l’) n( 50) (1—$)]€1;‘[11+.CL']€ 1H1+ 1_$>k1
B e f[ k2ew
T ) P (k+2)k+1—2)
n g [T #?
= exp< nyer) _ k=1
k=1 z[[(k+z)(k+1—2x)
k=1
n 1 n n 1
= exp|—y—1In(n)+ -
< ;k x(n+1—x)kl;[1 -z
n n n+1 n
on simplifie ] (k+2)(k+1—2)= [ (k+2) [] (k—2) = =272 T (k> — 2?) cela donne
k=1 k=1 k=2 k=1

par passage a la limite
n
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D’apres 11.¢) on a,

1 nz
. [e'o) tzfl o T
Finalement | S dt = ETCR
Partie IV
18. (a) Soit = €]0,1[ on a e = 01 tle dt+ [° dt posons u = 1 alors
o) tw—l 1 —x
/ dt :/ Y
1 1+t o 1+u
et
1,21 —x
t
ot / L
sin(mx) 0 1+t
1 +<><>
/ tn—l—r 1+tn z) dt

Soit fu(t) = (—1)" (7751 447 et Sp(z) = 3 fult) , on a
k=0
0

- (Sp) converge simplement sur ]0, 1[ vers une fonction continue.
- Pour tout entier n et tout ¢ €]0, 1],

1— (—t)*t!
1+t

2(1+t77)

<
- 1+1¢

= (1)

1Su(u)] = ](t“ )

© est continue et intégrable sur ]0,1] , le théoréme de convergence dominée donne

Lgeml pgme = /!
/Oliﬁdt = Z/O fult) dt

les série Y (nﬂ et - n+1 - " convergent , d’oil

Ve €0, 1], — T :i (=" +§:n(_$

(b) Soit z €] — 1, 1|, puisque z + 1 €]0,1[ et sin(m(z + 3)) = cos(wz) alors d’apres la question précédente

oo 7‘L

T = 1"
cos(ww)zzn—i—x—i—f 2_: %—

_z
OnpournEOona‘n+%

o0

S
+
8
+
D=
"M

a* (-1
+%k+1’n+ Z k+1

ce qui donne

T B > > n2k+lxk(1+(_l)k)
cos(mz) Z Z(_l) (2n + 1)k+1



(1 + (—=1)%) est nulle quand k est impair
oo oo 22k+2x2k(71)n

cos(mx) B Z Z (2n + 1)2k+1

n=0 k=0
Pour intervertir les sommes écrivons

oo 4( 1)n oo o 22k+2x2k(_1)n

T _
cos(mx) :T;) 2n + 1 +;ZW

=0k=1

k42, 2k(_q1\n
on justifie la sommabilité de la famille double u, ; = % pour k € N*, n € N.

(2z)%F
(@n+1)2FFT o

oo
On = Z |un,k:

(2n + 1)1
A o ?
(@nt1)?

:1:2
2n+11_%

Pour un n > 0 fixé, on a |uy k| = 4 z €] — 1,3 donc Y |up | converge et

k>1

donc > o, converge et la famille (un,k:)nZO,kZI est sommable , par suite

22k+2 Qk( 1)77,

m
cos(mx) 2 kz:ln < (2n+ 1)2kH1

- z(z s e

Soit t €] — 5, 5[, posons ¢ = mx on obtient

22k+2 0 (_1)n
cos(t Z apt®™ | avec a, = g2kl o (2n + 1)2k+1
(2k)
v est donc DSE en 0 de rayon R = 7 ( R < § et v non définie en ) . v est de classe C* et ap = ”(T)(,O)

Ainsi
(_1)71 E2k 7T2k+1 ok
@n T = (o gEer 2vee Bar =00 (0)

1[M8

n=0

Soit t €] — F, 5[, on a cos(t)v(t) = 1. Dérivons 2n fois cette relation avec la formule de Leibniz :

> (%)

k=0

x>

(@) (cos() " =3 (25) v () cos(z + (2n — k)T) =0

k=0

Pour z =0 on a cos((2n — k)%) = 0si k = 2h + 1 et cos((2n — k)%) = (—1)"~" si k = 2h , donc

" /2n e
> <2h> (~1)" "M (0) = 0
h=0
on factorise par (—1)" on obtient

i @Z) (—1)k By, = 0

k=0

On a Fy = v(0) =1, la relation précédente, pour n =1 et 2, donne Eg — Fy =0 et Eg—6FE;+ E4, = 0, donc Ey =1
et E4 =5.
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2k+1

(b) On a de 18.c) £ G 5z

2n+

> i
> ot

2n+

’I’L

_257

D’apres la question 9.c) on a : si s = 3, E(g(X)) =

3

Ey 73 T
37 oIt 2

E4 7T5 5775

T 496 T 399

sis =5, E(9(X))
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